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1

Uvod

U matematici je opxte poznat pojam sluqajnog grafa sa verovato�om p. To
graf u kome je svaka grana sluqajno izabrana sa verovatno�om p. Me�utim,
ta teorija nam ne govori nixta o pojedinaqnim grafovima. Osnovno pita�e
koje razmatramo u ovom radu je: pod kojim uslovima se dati graf ponaxa kao
sluqajno izabran?

Za nas je k	uqan pojam kvazisluqajnih grafova. Za graf ka�emo da je kvazis-
luqajan kada je broj odre�enih stuktura unutar �ega isti kao u sluqajnom
grafu neke verovatno�e. Taqnije, u kvazisluqajnom grafu ti brojevi za proizvo	no
malu grexku odstupaju od oqekivanih vrednosti veliqina u sluqajnim grafovima.

Kako je uslov kvazisluqajnosti dosta jak, postav	a se pita�e naqina i te�ine
dokaza da je odre�en graf kvazisluqajan. Ispostav	a se da postoji qitav niz
ekvivalentnih uslova koji govore da je graf kvazisluqajan, od kojih je na-
jprostiji za razumeva�e i dokazava�e da je broj ciklusa du�ine 4 u tom grafu
jednak pribli�no oqekivanoj vrednosti. Zbog pristupaqnosti ovog uslova, on
se smatra centralnim tvr�e�em koje svedoqi o kvazisluqajnosti.

U ovom radu �emo formalnije uvesti pojam kvazisluqajnosti, navesti te uslove
koji su ekvivalentne sa kvazisluqajnox�u i dokazati �ihovu ekvivalenciju.

U ostatku rada �emo videti primenu u ocne�iva�u Remzijevih brojeva. Prvo
�emo se posvetiti Tomasonovom radu, a zatim Konlonovom radu, koji su ko-
riste�i teoriju o kvazisluqajnim grafovima pojaqali najbo	e poznate gor�e
ocene za Remzijeve brojeve.
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Uvodni pojmovi

2.1 Osnovni grafovski pojmovi

Sada �emo uvesti par osnovnih definicija iz teorije grafova.

Definicija 2.1.1. Graf G = (V,E) oznaqava graf sa skupom qvorova V i
skupom grana E. Tako�e, G(n, e) oznaqava graf G = (V,E) gde je |V | = n i
|E| = e, a G(n) graf sa |V | = n. Nada	e �emo koristiti V i E kao skupove
qvorova i grana bez posebne napomene.

Definicija 2.1.2. Matrica incidencije grafa G(n) je matrica n × n, gde
je vrednost u po	u (i, j) 1 ako su qvorovi sa oznakama i, j povezani granom, a 0
u suprotnom.

Definicija 2.1.3. Ka�emo da je graf G′ = (V ′, E ′) podgraf grafa G = (V,E)
ako postoji 1 − 1 preslikav�e f : V ′ → V tako da postoji grana e′ ∈ E ′ koja
povezuje qvorove u, v ∈ V ′, samo ako postoji grana e ∈ E koja povezuje qvorove
f(u) i f(v).
Definicija 2.1.3 nije standardna definicija podgrafa, ve� injektivnih ho-
momorfizama, ali zbog toga koliko se qesto ovaj termin koristi u radu, ko-
risti�emo ovakvu definicjiu.

Definicija 2.1.4. Ka�emo da je graf G′ = (V ′, E ′) indukovan podgraf grafa
G = (V,E) ako postoji 1 − 1 preslikav�e f : V ′ → V tako da postoji grana
e′ ∈ E ′ koja povezuje qvorove u, v ∈ V ′, ako i samo ako postoji grana e ∈ E koja
povezuje qvorove f(u) i f(v).
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4 2. Uvodni pojmovi

2.2 Pojam iz linearne algebre

Sada �emo uvesti nekoliko osnovnih pojmova i tvr�e�a iz linearne algebre
koje �e nam biti potrebne da	e u radu.

Definicija 2.2.1. Trag kvadratne matrice A, koji oznaqavamo sa tr(A) je
suma elemenata matrice po glavnoj dijagonali.

Definicija 2.2.2. Sopstvena vrednost kvadratne matrice A dimenzija n×n
je skalar λ za koji va�i det(A− λ · I) = 0.

Kada posmatramo matrice nad po	em R, kako je vrednost det(A − λ · I) = 0
polinom iz R[λ] imamo slede�a dva tvr�e�a (iz osnovne teoreme algebre i Vi-
jetovih formula):

Lema 2.2.1. U C postoji taqno n sopstvenih vrednosti kvadratne matrice A
dimenzija n× n.

Lema 2.2.2. Suma sopstvenih vrednosti kvadratne matrice A dimenzija n×n
je jednaka tr(A).

Tako�e je poznato da su za simetriqne matrice (a samim tim i za matrice
incidencije svakog grafa) sve sopstvene vrednosti realne.

2.3 Dodatne oznake u grafu

Definicija 2.3.1. Za v ∈ V definixemo skup suseda Nd(v) = {x ∈ V |v, x ∈
E}, kao skup qovorva koji su granom direktno povezani sa v.

Definicija 2.3.2. Za v ∈ V definixemo stepen qvora d(v) = |Nd(v)|, kao
broj qovorva koji su granom direktno povezani sa v.

Definicija 2.3.3. Za podskup qvorova X ⊂ V , sa e(X) oznaqavamo broj grana
koji povezuju qvorove iz X.

Definicija 2.3.4. Broj pojav	iva�a grafa G′ kao podgrafa grafa G se
oznaqava sa NG(G

′).

Definicija 2.3.5. Broj pojav	iva�a grafa G′ kao indukovanog podgrafa
grafa G se oznaqava sa N∗G(G

′).

Definicija 2.3.6. Za u, v ∈ V definixemo S(u, v) kao skup qovorva w koji
su granom direktno povezani ili i sa oba od v i u, ili ni sa jednim.
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Kvazisluqajni grafovi

Ideja kvazisluqajnih grafova je da, ako za neki graf pribli�no va�i neko
svojstvo koje inaqe va�i za sluqajne grafove sa gustinom d, onda mo�emo da
doka�emo i da pribli�no va�i ceo niz drugih tvr�e�a, koje va�e za sluqajne
grafove sa tom gustinom. Primera radi, ako dati graf G ima ciklusa du�ine
4 koliko i sluqajan graf sa gustinom 1

2
(xto znaqi da ima oko (n

2
)4), mo�e se

izvesti da G ima oko (n
2
)3 trouglova.

Postoje dva naqina zamix	a�a ovakvih grafova. Jedan naqin je da se zamisle
kao familije. Kada ka�emo da je neko svojstvo ekvivalentno sa kvazisluqa-
jnosti, to je obiqno znaqi da se za sve grafove iz te familije neka veliqina
razlikuje od oqekivane veliqine f(n) (gde je n broj qvorova grafa) za neku
funkciju koja je o(f(n)). Samim tim u beskonaqnosti (kada uzimamo grafove
sa dovo	no qvorova), to �e nam znaqiti da se grafovi ponaxaju "isto". Ovaj
naqin zamis	a�a je bitan zbog teorijskog dela kvazisluqajnih grafova, gde se
izvodi ekvivalencija svojstava kvazisluqajnih grafova.

Drugi naqin je da za konkretan graf da ka�emo da je sam po sebi kvazisluqa-
jan. Ovaj naqin zamix	a�a je primena kvazisluqajnosti, gde mo�emo izvesti
za neki graf konkretne ocene za odre�ene veliqine.

3.1 Centralno tvr�e�e

Sada �emo navesti skup tvr�e�a koji su ekvivalentna sa kvazisluqajnox�u
grafa qija je gustina 1

2
. Sa n oznaqavamo broj qvorova u grafu. Za ostale

gustine je postupak sliqan.
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6 3. Kvazisluqajni grafovi

• P1(s): Za svaki graf M sa s qvorova va�i

N∗G(M) = (1 + o(1))ns2−(
s
2)

• P2(t): Za parno t, ako je Ct ciklus sa t qvorova

e(V ) ≥ (1 + o(1))
n2

4
∧ NG(Ct) ≤ (1 + o(1))

(n
2

)t
• P3: Ako su |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn| sopstvene vrednosti matrice inciden-
cije

e(V ) ≥ (1 + o(1))
n2

4
∧ λ1 = (1 + o(1))

n

2
∧ λ2 = o(n)

• P4: Za svaki podskup qvorova S ⊂ V va�i

e(S) =
|S|2

4
+ o(n2)

• P5: Za svaki podskup qvorova S ⊂ V, |S| = bn
2
c va�i

e(S) =

(
1

16
+ o(1)

)
n2

• P6: ∑
u,v

∣∣∣|S(u, v)| − n

2

∣∣∣ = o(n3)

Ci	 je da se doka�e da su sva ova tvr�e�a ekvivalentna. To znaqi da se da ako
za neki graf je neko tvr�e�e od ovih va�i sa funkcijom grexke h(n) koja je
o(f(n)), onda se za svako drugo tvr�e�e mo�e izvesti funkcija grexke h′(n),
koja je o(g(n)), za odgovaraju�e f, g iz definicija tvr�e�a. Tu dolazi slede�a
teorema

Teorema 3.1.1. Za s ≥ 4 i parno t ≥ 4 va�i

P2(4) =⇒ P2(t) =⇒ P1(s) =⇒ P3 =⇒ P4 =⇒ P5 =⇒ P6 =⇒ P2(4)

odakle va�i da su sva tvr�e�a me�usobno ekvivalentna.

Interesantno je da je od svih ovih tvr�e�a P2(4) izgleda najslabije, ali ipak je
podjednako jako kao i sva ostala. Zato se kao uslov kavzisluqajnosti najqex�e
navodi upravo ovaj uslov, budu�i je najlakxi za proveru. U narednom delu rada
�emo pokazati implikacije koja va�e izme�u ovih tvr�e�a, i time dokazati
da su ona ekvivalentna.
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3.2 Dokaz ekvivalencije

U narednom delu rada �emo pokazati nekoliko implikacija koje va�e me�u
ovim tvr�e�ima, da bismo dokazali da su zapravo me�usobno ekvivalentni:

Lema 3.2.1. P1(s+ 1) =⇒ P1(s)

Dokaz: Neka je T graf koji ima s qvorova. Za �ega dokazujemo da se pojav	uje
oqekivan broj puta. Posmatrajmo grafove T ′1, T

′
2, T

′
3 · · ·T ′2s koje se dobijaju tako

xto se grafu T doda jedan qvor (postoji 2s takvih grafova jer za taj novi qvor
postoji 2s mogu�nosti sa kim je povezan (,,da" i ,,ne" za svaki ve� postoje�i
qvor)). Sada znamo:

N∗G(T
′
i ) = (1 + o(1))ns+12−(

s+1
2 ).

Da	e raqunamo koliko puta se pojav	uje T u grafu. Za svako pojav	iva�e
nekog T ′i se T taqno jednom pojavi, s obzirom na to da smo brojali sve grafove
sa s + 1 qvorova qiji je T podgraf, sumira�em po svim i ∈ [1, 2s] broja�emo
svako pojav	iva�e T taqno n− s puta. Onda znamo

N∗G(T ) = (1+o(1))ns+12−(
s+1
2 ) 2s

n− s
= (1+o(1))ns+12−(

s
2) 1

n− s
= (1+o(1))ns2−(

s
2),

xto je upravo P1(s).

Lema 3.2.2. P1(2t) =⇒ P2(2t)

Dokaz: Ovaj dokaz se sastoji iz dva dela: dokazati e(V ) ≥ (1 + o(1))n
2

4
i

dokazati NG(Ct) ≤ (1 + o(1))(n
2
)t. Prvo �emo dokazati drugo tvr�e�e. Znamo

da je ciklus podgraf 2
2t(2t−3)

2 razliqitih grafova sa C2t kao podgrafom (svaka
grana van ciklusa mo�e da bude ili ne bude u tom grafu). Sliqno prethodnom
dokazu, sumiraju�i po ovim grafovima, svaki ciklus brojimo taqno jednom (jer
ga taqno jedan skup grana dopu�ava do ve�eg grafa) pa imamo

NG(C2t) = (1 + o(1))n2t2−(
2t
2 )2

2t(2t−3)
2 = (1 + o(1))

(n
2

)2t
.

Sada dokazujemo prvi deo. Na osnovu leme 3.2.1 va�i P1(3). Oznaqi�emo sa Hi

graf sa tri temena i i grana. Sada �emo uoqiti da va�i slede�e tvr�e�e∑
v

(n− 2)d(v) = N∗G(H1) + 2N∗G(H2) +N∗G(H3).

Ova jednakost va�i jer broji trojke (u, v, w) gde su u i v povezani granom (za
dato u imamo d(u) naqina da izaberemo v i n − 2 da izaberemo w kao neki
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od preostalih qvorova). Postoji bijekcija koja ovo slika u desnu stranu jer
je pojav	iva�a svako pojav	iva�e H1 i H3 jedinstveno odre�eno, a svako po-
jav	iva�e H2 se raquna dva puta (u zavisnosti da li je druga grana (u,w) ili
(v, w)). Odavde iz P1(3) va�i tvr�e�e

∑
v

(n− 2)d(v) = N∗G(H1) + 2N∗G(H2) +N∗G(H3) = (1 + o(1))
n3

2
.

Kako je e(V ) =
∑

v d(v), de	e�em ove relacije sa n− 2 dobijamo

e(V ) = (1 + o(1))
n2

4

Odavde smo dokazali P2(2t).

Lema 3.2.3. P2(4) =⇒ P3

Dokaz: Kao xto smo ve� rekli, znamo da su |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn| sopstvene
vrednosti matrice incidencije A naxeg grafa. Neka je vektor

v =


1
1
...
1

 .
Za svaku simetriqnu matricu je poznato da va�i

λ1 = sup
u6=0

〈Au, u〉
〈u, u〉

pa va�i

λ1 ≥
〈Av, v〉
〈v, v〉

=

∑
u d(u)

n
=

2e(V )

n
= (1 + o(1))

n

2

Da	e jednakosti su sledile jer 〈Av, v〉 predstav	a sumu brojeva u matrici,
jer vektor Av ima vrednosti suma brojeva u svakoj koloni matrice A, a pri
skalarnom mno�e�u te matrice sa v se sabiraju elementi u �oj; sumiraju ele-
menti u celoj matrici. Nastavak dokaza se zasniva na veliqini tr(A4). Poz-
nato je da ako je λ sopstvena vrednost M onda je λ2 sopstvena vrednost M2,a
samim tim i λ4 za M4. Stoga znamo da su λ41 ≥ λ42 ≥ · · · ≥ λ4n. Sada po lemi
2.2.2 va�i

tr(A4) =
n∑
i=1

λ4i .
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Sada �emo izraqunati tr(A4) na jox jedan naqin. Naime, vrednost u po	u (i, j)
matrice Am je broj razliqitih naqina da se do�e od qvora i do qvora j sa
taqno m grana. Dokaz ovoga je induktivan (baza indukcije je taqna po defini-
ciji matrice incidencije, a induktivni korak sledi direktno iz definicije
mno�e�a matrica). Ovim vidimo da je suma na glavnoj dijagonali matrice A4

(vrednost tr(A4)) upravo broj naqina da od nekog qvora krenemo i da se vratimo
u taj isti qvor posle 4 grane. Dakle,tr(A4) je jednak broju C4 uz grexku koja
je o(n4) (koja nastaje zbog degenerisanih kopija C4), pa je stoga

tr(A4) = NG(C4) + o(n4) ≤ (1 + o(1))
n4

16
.

Odavde zak	uqujemo

(1 + o(1))
n4

16
≥ tr(A4) = λ41 +

n∑
i=2

λ4i ≥ (1 + o(1))
n4

16
+

n∑
i=2

λ4i

pa nam konaqno va�i

λ1 = (1 + o(1))
n

2

i
n∑
i=2

λ4i = o(n4) =⇒ |λ2| = o(n)

xto je upravo P3.

Lema 3.2.4. P2(2t) =⇒ P3

Dokaz: Dokaz ove leme je skoro isti kao P (2t), ali je tu zarad kompletnosti
rada. jedino xto se posmatra trag matrice A2t pa je

tr(A2t) = NG(C2t) + o(n2t)

i

tr(A2t) =
n∑
i=1

λ2ti ,

iz qega se na sliqan naqin zavrxava dokaz.
Ovde vredi napomenuti da ovaj isti dokaz ne mo�e da se sprovede za cikluse
neparne du�ine Ct, jer je bitno da su vrednosti λti pozitivne, xto nam se
garantuje samo za parno t. Za grafove koji ispu�avaju P2(t) za neparno t je
mogu�e konstruisati kontraprimer.
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Lema 3.2.5. P3 =⇒ P4

Dokaz: Prvo �emo dokazati regularnost stepena ovog grafa. Ako ponovo uoqimo

v =


1
1
...
1

 ,
znamo da va�i

||Av|| ≤ λ1||v||.
Odatle vidimo da va�i ∑

v

(d(v))2 ≤ (1 + o(1))
n3

4
,

jer su vrednosti u matrici Av upravo vrednosti d(v), kao xto je komentarisano
u prethodnom dokazu. Me�utim, po uslovu P3 znamo da va�i

e(V ) =

∑
u d(u)

2
≥ (1 + o(1))

n2

4
,

pa po Koxi-Xvarcu znamo da je

(1 + o(1))
n3

4
≥
∑
v

(d(v))2 ≥ 1

n

(∑
v

d(v)

)2

= (1 + o(1))
n3

4
,

a odatle jasno vidimo da va�i∑
v

d(v) = (1 + o(1))
n2

2
=⇒

∑
v

∣∣∣d(v)− n

2

∣∣∣ = o(n2).

Iz ovoga tako�e sledi da su sve osim o(n) vrednosti d(n) imaju vrednost (1 +
o(1))n

2
. Definiximo e1, e2, · · · , en skup ortonormalnih sopstvenih vektora λi

iz A, jediniqne norme. Neka je u = 1√
n
v. Ci	 sada nam je da doka�emo da va�i

||u− e1|| = o(1). Neka su a1, a2, · · · , an skalari tako da va�i u =
∑

i aiei, Onda
va�i Au =

∑
i aiλiei. Po postupku iz dokaza leme 3.2.3 znamo da va�i da je i-ta

vrednost u vektoru Au upravo d(vi)√
n
, gde su v1, v2, · · · vn qvorovi G. Sada znamo

da vektor Au ima sve osim o(n) elemenata da su veliqine
(
1
2
+ o(1)

)√
n, xto

znaqi da postovi vektor w tako da je

Au =

(
1

2
+ o(1)

)
n · u+ w,
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gde w ima sve osim o(n) elemenata vektora w pripadaju o(
√
n), xto znaqi da je

||w|| = o(n). Uoqimo da va�i∑
(λi −

n

2
)aiei = w + u · o(n).

Raqunaju�i normu obe strane imamo√√√√o(1) · (
∑

ai) +
∑
i 6=1

n2a2i
4

= ||w + u · o(1)|| = o(n),

jer po P3 va�i da su sve sopstvene vrednosti osim λ1 u o(n), a kako je λ1 =(
1
2
+ o(1)

)
n, taj qlan nam nestaje u drugoj sumi. Iz qega nam sledi da je∑

i 6=1 a
2
i = o(1). Sada prime�ujemo u = a1e1 + w1, pri qemu je intenzitet

||w1|| =
√
a22 + · · ·+ a2n = o(1). Kako znamo da je ||u|| = ||e1|| = 1, znamo da

je |a1| = 1 + o(1). Po Frobeniusovoj teoremi, svaki koeficijent uz e1, mora
biti pozitivan. Odavde a1 = 1 + o(1), pa je ||u − e1|| = o(1), xto je i trebalo
pokazati. Sada uvedimo s, kao karakteristiqni vektor nekog skupa S, xto
znaqi da je si = 1 ako i samo ako vi ∈ S, a u suprotnom je si = 0. Definisa�emo
s′ = s−〈s, e1〉e1. Sada, trivijalno va�i da je 〈s′, e1〉 = 0, pa stoga mora da va�i

〈As′, s′〉 ≤ |λ2| · ||s′||2.

Znamo da va�i

||s′||2 = ||s− 〈s, e1〉e1||2 = ||s||2 − 2〈s, e1〉2 + 〈s, e1〉2 ≤ ||s||2 = |S|,

i

〈As′, s′〉 = 〈As, s〉 − 2〈s, e1〉〈As, e1〉+ 〈s, e1〉2〈Ae1, e1〉 = 2e(S)− λ1〈s, e1〉2.

Ova jednakost va�i jer je u vektoru Av i-ta vrednost broj qvorova iz S sa kojim
je vi povezan, a 〈As, s〉, suma tih vrednosti po elementima S, pa je to upravo
2e(S), i jer je λ1 = 〈Ae1, e1〉 i λ1 · 〈s, e1〉 = 〈As, e1〉. Sada treba da izraqunamo
vrednost 〈s, e1〉, xto mo�emo na slede�i naqin

〈s, e1〉 = 〈s, u+ w1〉 = 〈s, u〉+ 〈s, w1〉 =
|S|√
n
+ 〈s, w1〉.

Ve� smo dokazali da je ||w1|| = o(1), pa va�i |〈s, w1〉| ≤ ||s|| · ||w1|| = o(
√
|S|).

Zato imamo

〈s, e1〉 =
|S|√
n
+ o(

√
|S|).
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Koriste�i sve dobijene nejednakosti dobijamo

〈As′, s′〉 = 2e(S)−
(
1

2
+ o(1)

)
|S|2 + o(n2) ≤ λ2||s′||2 ≤ |S| · o(n) = o(n2).

Odatle nam sledi

e(S) =
|S|2

4
+ o(n)2

za svaki skup qvorova S, xto je pravo P4.

Trivijalno va�i da je P4 =⇒ P5, ali je iznena�uju�a qi�enica da va�i
i obrnuto tvr�e�e:

Lema 3.2.6. P5 =⇒ P4

Dokaz: Ci	 nam je da doka�emo ako za fiksno ε, za svaki skup S ⊂ V veliqine
|S| = bn

2
c va�i ∣∣∣∣e(S)− n2

16

∣∣∣∣ ≤ εn2

onda za svaki S ⊂ V va�i ∣∣∣∣e(S)− 1

2

(
|S|
2

)∣∣∣∣ ≤ 20εn2.

Podeli�emo dokaz u dva sluqaja u zavisnosti |S|:
(i): |S| ≥ bn

2
c. Sumira�emo veliqinu e(S ′) po svim S ′ ⊂ S sa |S ′| = bn

2
c.

Tada svaku granu brojimo
( |S|−2
bn
2
c−2

)
puta, jer su nam dva qvora fiksirana, a imamo

toliko naqina da izaberemo ostale u skupu S ′. Tada

e(S) =

∑
S′⊂S e(S

′)( |S|−2
bn
2
c−2

) ≤

( |S|
bn
2
c

)( |S|−2
bn
2
c−2

) (n2

16
+ εn2

)
=
|S|(|S| − 1)

bn
2
c(bn

2
c − 1)

(
n2

16
+ εn2

)
≤
(
|S|
2

)
(
1

2
+8ε)

Sliqno va�i i

e(S) =

∑
S′⊂S e(S

′)( |S|−2
bn
2
c−2

) ≥

( |S|
bn
2
c

)( |S|−2
bn
2
c−2

) (n2

16
− εn2

)
=
|S|(|S| − 1)

bn
2
c(bn

2
c − 1)

(
n2

16
− εn2

)
≥
(
|S|
2

)
(
1

2
−8ε)

Stoga je ovaj dokaz zavrxen.
(ii)|S| < bn

2
c. Pretpostavimo da tvr�e�e ne va�i, to jest da postoji skup S

tako da je

e(S) ≥ 1

2

(
|S|
2

)
+ 20εn2
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(drugi sluqaj e(S) ≤ 1
2

(|S|
2

)
− 20εn2 se dokazuje analogno). Sada posmatrajmo

skup S = V \S. Po prvom sluqaju imamo(
n− |S|

2

)(
1

2
− 8ε

)
≤ e(S) ≤

(
n− |S|

2

)(
1

2
+ 8ε

)
Sada, jasno je da va�i

e(S, S) = e(V )− e(S)− e(S)
gde je e(S, S) predstav	a broj grana izme�u S i S. Prime�ujemo opet ideju
sumira�a na sve skupove koji dopu�avaju skup S do kardinalnosti bn

2
c, to jest

sumira�emo e(S ∪ S ′) po svim S ′ ⊂ S za koje va�i |S ′| = bn
2
c − |S|. Tada one

grane iz e(S) brojimo
(
n−|S|
bn
2
c−|S|

)
puta (u svakom sabirku svaku takvu granu brojimo

taqno jednom), grane iz e(S) brojimo
(
n−|S|−2
bn
2
c−|S|−2

)
puta (jer treba da izaberemo ta

dva qvora u toj grani koju gledamo, a preostale mo�emo na ovoliko naqina) i
grane iz e(S, S) brojimo taqno

(
n−|S|−1
bn
2
c−|S|−1

)
puta (jer treba da izaberemo taj jedan

qvor, a ostatak skupa mo�emo na ovoliko naqina). Imaju�i u vidu da po prvom
sluqaju imamo e(V ) ≥

(
n
2

)
(1
2
− 8ε), sada sumiramo

E(e(S ′ ∪ S)) =
∑

S′⊂S e(S
′ ∪ S)(

n−|S|
bn
2
c−|S|

) =

=
e(S)

(
n−|S|
bn
2
c−|S|

)
+ e(S)

(
n−|S|−2
bn
2
c−|S|−2

)
+ e(S, S)

(
n−|S|−1
bn
2
c−|S|−1

)(
n−|S|
bn
2
c−|S|

) ≥

≥ e(S) +
(n− |S|)(n− |S| − 1)

(bn
2
c − |S|)(bn

2
c − |S| − 1)

e(S) +
n− |S|
bn
2
c − |S|

e(S, S) =

=
dn
2
e

bn
2
c − |S|

e(S)−
(n− |S|)dn

2
e

(bn
2
c − |S|)(bn

2
c − |S| − 1)

e(S) +
n− |S|
bn
2
c − |S|

e(V ) ≥

≥
dn
2
e

bn
2
c − |S|

(
1

2

(
|S|
2

)
+ 20εn2

)
−

(n− |S|)dn
2
e

(bn
2
c − |S|)(bn

2
c − |S| − 1)

(
n− |S|

2

)(
1

2
+ 8ε

)
+

n− |S|
bn
2
c − |S|

(
n

2

)(
1

2
− 8ε

)
≥

≥ n2

16
+ εn2,

Ali to, po Dirihleovom principu znaqi da za bar jedan skup S ⊂ V kardinal-
nosti bn

2
c va�i da je

e(S) ≥ n2

16
+ εn2,
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xto nam je konaqna kontradikcija.

Lema 3.2.7. P4 =⇒ P6

Dokaz: Prvi deo ovog dokaza je da doka�emo da ako va�i tvr�e�e P4, koje
�emo u ovom dokazu koistiti u pogodnom obliku da za svaki podskup S ∈ V
va�i ∣∣∣∣e(S)− |S|24

∣∣∣∣ < ε2n2

3

tada va�i da su stepeni qvorova oko n
2
. Konkretno �emo dokazivati da pos-

toji ma�e od εn qvorova grafa G stepena preko
(
1
2
+ ε
)
n. Pretpostavi�emo

suprotno, da postoji skup T sa t ≥ εn qvorova stepena preko (1
2
+ ε)n. Onda ako

je T ′ = V \T od t′ qvorova. Tada po pretpostavci P4 izvodimo

e(V ) <
n2

4
+
ε2n2

3

e(T ) <
t2

4
+
ε2n2

3

e(T ′) >
(t′)2

4
− ε2n2

3
.

Sada uoqimo identitet

e(T ′) +
∑
v∈T

d(v) = e(V ) + e(T )

koji va�i jer obe strane broje sve grane grafa i jox grane koje spajaju dva
temena iz T dvaput. Onda po prethodnim nejednakostima iz identiteta va�i

(t′)2

4
− ε2n2

3
+

(
1

2
+ ε

)
tn <

n2

4
+
ε2n2

3
+
t2

4
+
ε2n2

3

xto je ekvivalentno sa

εtn < ε2n2

xto je kontradikcija. Sliqno imamo da ima ma�e od εn qvorova sa stepenom
ma�eim od

(
1
2
− ε
)
n. Sada znamo da za skup Y svih cvhorova qiji stepeni nisu

u intervalu
((

1
2
− ε
)
n,
(
1
2
+ ε
)
n
)
va�i |Y | < 2εn. Definiximo V ′ = V \Y .

Ci	 nam je da doka�emo ∑
u,v

∣∣∣|S(u, v)| − n

2

∣∣∣ < 20εn3
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iz qega �e direktno slediti P6. Za sve parove 0 ≤ i, j ≤ 1 definiximo
funkciju

fij(u, v) = |{w ∈ V |G(u,w) = i ∧G(v, w) = j}|,
gde je G(u, v) = 1 ako je grana uv u grafu a G(u, v) = 0 u suprotnom. Sada, ako
izaberemo (i, j) ∈ {(0, 0), (1, 1)} i (i′, j′) ∈ {(0, 1), (1, 0)} za proizvo	ne qvorove
u, v ∈ V ′ imamo ∣∣∣fij(u, v) + fi′j′(u, v)−

n

2

∣∣∣ < εn

jer nam suma ova dva fij, fi′j′ zapravo broji d(v) ili d(u) ili n − 1 − d(u) ili
n− 1− d(v) u zavisnosti od toga koji su i, j, i′, j′ izabrani. Iz ovoga sledi, po
nejednakosti trougla

|f11(u, v)− f00(u, v)| < 2εn.

Sada, za fiksno v definiximo skup

X(v) = {u ∈ V ′ :
∣∣|S(u, v)| − n

2

∣∣ > 10εn}.

Razlikujemo da	e dva sluqaja:

(i): Za svako v ∈ V ′ va�i |X(v)| ≤ 2εn. Posmatrajmo sumu∑
v

∣∣∣|S(u, v)| − n

2

∣∣∣
za fiksno u. Kada je u ∈ V ′ tu sumu mo�emo ograniqiti na slede�i nacin:∑

v

∣∣∣|S(u, v)| − n

2

∣∣∣ ≤ 10εn2 + 2εn2 = 12εn2,

jer za sve sem maksimalno 2εn sabiraka je ova vrednost ispod 10εn, a ostale
sabirke mo�emo ograniqiti sa n. Ako je u ∈ Y , tada to mo�emo ograniqiti
najprostije kao ∑

v

∣∣∣|S(u, v)| − n

2

∣∣∣ ≤ n2.

Koriste�i ovo formiramo ocenu∑
u,v

∣∣∣|S(u, v)| − n

2

∣∣∣ =∑
u∈V ′

∑
v

∣∣∣|S(u, v)| − n

2

∣∣∣+∑
u∈Y

∑
v

∣∣∣|S(u, v)| − n

2

∣∣∣ ≤
≤ n · 12εn2 + 2εn · n2 = 14εn3 ≤ 20εn3,

xto nam zavrxava ovaj sluqaj.

(ii): Postoji neko v0 ∈ V ′ za koje va�i |X(v0)| > 2εn. Definiximo

X1 =
{
u ∈ X(v0) : |S(v0, u)| >

n

2
+ 10εn

}
,
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X2 =
{
u ∈ X(v0) : |S(v0, u)| <

n

2
− 10εn

}
.

Kako je X(v0) = X1 ∪ X2, i X1, X2 su disjunktni, znamo da je |X1| + |X2| =
|X(v0)| ≥ 2εn. Stoga, znamo da je bar jedan od X1, X2 kardinalnosti bar εn.
Razmatra�emo samo sluqaj kada je |X1| ≥ εn; drugi sluqaj se radi na sliqan
naqin. Sada, za svaki qvor v ∈ X1, v je povezan granom sa taqno f11(v0, v)
qvorova iz skupa Nd(v0). Kako va�i |S(v0, v)| > n

2
+10εn, i kako je |f11(v0, v)−

f00(v0, v)| < 2εn i oqigledno f11(v0, v) + f00(v0, v) = |S(v0, v)|, dobijamo da va�i

f11(v, v0) ≥
|S(v0, v)| − 2εn

2
≥ n

4
+ 4εn.

Kao u prethodnom dokazu, neka je e(X1, Nd(v0)) skup ure�enih parova (u, v)
tako da grana uv postoji u grafu i u ∈ X1, v ∈ Nd(v0). Sumiraju�i prethodnu
nejednakost po svim elementima X1 dobijamo

e(X1, Nd(v0)) ≥ |X1|
(n
4
+ 4εn

)
.

Po pretpostavci P4, znamo da va�i

e(X1) >
|X1|2

4
− ε2n2

3
,

e(Nd(v0)) >
d(v0)

2

4
− ε2n2

3
,

e(X1 ∩Nd(v0)) <
|X1 ∩Nd(v0)|2

4
+
ε2n2

3
.

Oqimo identitet e(A∪B) = e(A)+e(B)+e(A,B)−3e(A∩B), koji va�i za bilo
koje skupove qvorova A,B, po principu uk	uce�a i isk	uqe�a. Tada znamo

e(X1 ∪Nd(v0)) = e(X1) + e(Nd(v0)) + e(X1, Nd(v0))− 3(X1 ∩Nd(v0)) ≥

≥ |X1|2

4
+
|Nd(v0)|2

4
+ |X1|

(n
4
+ 4εn

)
−

ε2n2

3
− 3|X1 ∩Nd(v0)|2

4
≥

≥ |X1 ∪Nd(v0)|2

4
+ ε2n2.

Posled�a nejednakost se mo�e izvesti tako xto se uvede a = |e(X1)|, b =
|d(v0)|, c = |X1 ∩Nd(v0)|, ali taj deo nije opisan u ovom radu jer je samo raqun.
Me�utim, posled�a nejednakost je u kontradikciji sa tvr�e�em P4, xto nam
zavrxava ovaj dokaz.
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Lema 3.2.8. P6 =⇒ P1(s)

Dokaz: Posmatrajmo proizvo	ni graf H(s) sa s qvorova {v1, v2, · · · , vs}. Oz-
naqimo graf H(r), za r ≤ s kao podgraf od H(s) sa qvorovima {v1, v2, · · · , vr}.
Indukcijom po r �emo dokazati da va�i

Nr = N∗G(H(r)) = (1 + o(1))n(r)2
−(r2)

gde n(r) = n·(n−1)·(n−2) · · · (n−r+1) (do sada smo ovo nr ,,zvali" samo n
r jer kad

je n� r i kad je u pita�u malo o svodi se na istu stvar, ali u ovoj indukciji
moramo biti malo pa�	iviji). Jasno je da za r = s dobijamo P1(s). Baza
indukcije r = 1 je trivijalna. Da	e �emo nastaviti jakom indukcijom. Sada
�emo za vektor qvorova α = (α1, α2, · · · , αr) ∈ V r i vektor ε = (ε1, ε2, · · · , εr) ∈
{0, 1}r definisati funkciju

fr(α, ε) =
∣∣{v ∈ V |v 6= α1, α2, · · · , αr ∧ ∀i ∈ [1, r], G(v, αi) = εi

}∣∣
gde je G(u, v) = 1 ako su je grana uv u grafu G i G(u, v) = 0 u suprotnom. U
suxtini, fr(α, ε) za dati vektor qvorova i dati skup \naredbi" broji koliko
postoji qvorova van α koji su povezani sa qvorovima u α po naredbama iz ε.
K	uqna ideja nam je da se funkcija fr(α, ε) ponaxa tako�e kvazisluqajno. Kako
oqito postoji ukupno 2r izbora za vektor ε i n(r) za vektor α, onda ukupno imamo
domen veliqine n(r) · 2r. Oqekujemo da je svaka vrednost fr otprilike ista i
jednaka E(fr). Ovo oqekiva�e se lako raquna

E(fr) =
∑

α,ε fr(α, ε)

n(r) · 2r
=

∑
α

∑
ε fr(α, ε)

n(r) · 2r
=

∑
α(n− r)
n(r) · 2r

=
n− r
2r

Ovde smo koristili da je
∑

ε fr(α, ε) = n − r za fiksno α jer je za svaki qvor
van α doprinosi taqno za jedno ε. Da bismo dokazali da nijedna vrednost ne
odstupa previxe od oqekiva�a, uvex�emo analizira�emo veliqinu

Sr =
∑
α,ε

fr(α, ε) · (fr(α, ε)− 1).

Dokaza�emo da va�i

Sr =
∑
u6=v

|S(u, v)|(r).

Ovo je taqno za svaki graf, bez dodatnih pretpostavki o kvazisluqajnosti.
Dokaza�emo da Sr broji ure�ene trojke (α, ε, (u, v)) takve da su i u i v povezani
po datim pravilima iz ε, tj za u i v va�i G(u, αi) = G(v, αi) = εi. Prvo �emo
izbrojati tako xto fiksiramo α i ε. Oqito za u imamo fr(α, ε), a za v imamo
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(fr(α, ε)− 1) (sledi iz definicije). Stoga smo dokazali da Sr broji ove trojke.
Sada fiksiramo u i v. Par (u, v) �e biti u taqno |S(u, v)|(r) brojanih trojki, jer
mi qlanove vektora α biramo iz skupa qvorova za koji va�i G(u,w) = G(v, w),
kojih ima |S(u, v)| po definici, a kad izaberemo r qlanova iz tog skupa za skup
α, vektor ε nam je jedinstveno odre�en. Da	e dokazujemo

Sr =
∑
u6=v

|S(u, v)|(r) = (1 + o(1))nr+22−r.

Uvedimo εuv = |S(u, v)| − n
2
. Jasno je po pretpostavci P6 da va�i

∑
u,v |εuv| =

o(n3) a kako va�i |εu,v| ≤ n
2
< n, va�i za svako a ≥ 1 i∑

u,v

|εuv|a ≤ na−1
∑
u,v

|εuv| = o(na+2)

Kako nam je (n
2
+ x)(r) polinom po x, postoje konstante c1, c2, · · · , ck takve da je

(n
2
+x)(r) =

∑r
k=0 ck(

n
2
)kxr−k. Specijalno, izaberimo c = max |c1|, |c2|, · · · , |cr−1| =

O(1). Kako je jasno da je cr = 1, va�i

Sr =
∑
u6=v

|S(u, v)|(r) =
∑
u6=v

(n
2
+ εuv

)
(r)

=
∑
u6=v

r∑
k=0

ck

(n
2

)k
εr−kuv =

=
∑
u6=v

(n
2

)r
+
∑
u6=v

r−1∑
k=0

ck

(n
2

)k
εr−kuv =

(n
2

)r
n(2) +

∑
u6=v

r−1∑
k=0

ck

(n
2

)k
εr−kuv ≤

≤
(n
2

)r
n(2) +

∑
u6=v

r−1∑
k=0

|ck|
(n
2

)k
|εuv|r−k ≤ nr+22−r + c

∑
u6=v

r−1∑
k=0

nk|εuv|r−k =

= nr+22−r + c

r−1∑
k=0

∑
u6=v

nk|εuv|r−k = nr+22−r + c

r−1∑
k=0

nk
∑
u6=v

|εuv|r−k =

= nr+22−r + c

r−1∑
k=0

nk · o(nr−k+2) = nr+22−r + c · r · o(nr+2) =

= (1 + o(1))nr+22−r.

Sada smo spremni da doka�emo da su sve vrednosti fr bliske oqekivanoj:∑
α,ε

(fr(α, ε)− E(fr))2 =
∑
α,ε

f 2
r (α, ε)− 2

∑
α,ε

E(fr) · fr(α, ε) +
∑
α,ε

E2(fr) =

=
∑
α,ε

(f 2
r (α, ε)− fr(α, ε)) +

∑
α,ε

fr(α, ε)− 2 · n(r) · 2r · E2(fr) + n(r) · 2r · E2(fr) =
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= Sr + n(r+1) − n(r)2
r(n− r)22−2r = o(nr+2)

Primetimo da se Nr+1 dobija kao sumacija Nr razliqitih sabiraka oblika
fr(α, ε), jer je svako pojav	iva�e grafa H(r+1) predstav	eno kao pojav	iva�e
grafa H(r) (xto nam daje Nr naqina da izabereo α) i jox izborom jednog qvora
za koji taqno znamo sa kojima je iz α povezan (jedinstven izbor ε). Oznaqimo
ovaj skup parova (α, ε) sa T . Stoga imamo

|Nr+1 −NrE(fr)|2 =

∣∣∣∣∣∑
t∈T

(f(t)− E(fr))

∣∣∣∣∣
2

.

Sada po Koxi-Xvarcu, ili po nejednakosti izme�u aritmetiqke i kvadratne
sredine imamo

|Nr+1−NrE(fr)|2 ≤ Nr

∑
t∈T

(f(t)−E(fr))2 ≤ Nr

∑
α,ε

(f(α, ε)−E(fr))2 = Nr·o(nr+2) = o(n2r+2)

Konaqno, po indukcijskoj hipotezi imamo:

Nr+1 = Nr · E(fr) + o(nn+1) = (1 + o(1))n(r)2
−(r2) · (n− r)2−r + o(nr+1)

Nr+1 = (1 + o(1))n(r+1)2
(r+1

2 )

qime je induktivni korak, i sam dokaz gotov.
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4

Remzijevi brojevi

U da	em delu rada razmatra�emo gor�u ocenu za Remzijeve brojeve. Remzijev
broj r(k, l) oznaqava najma�i broj n, tako da za svaki kompletan graf sa n
temena qije su grane obojene u crveno i plavo postoji ili potpun crven pod-
graf sa k qvorova ili potpun plavi podgraf sa l qvorova. Kompletan graf sa t
qvorova �emo nada	e oznaqavati sa uobiqajenom oznakom Kt. Ovaj problem za-
pravo ka�e da za svaki graf sa bar r(k, l) qvorova ili postoji klika veliqine
k ili nezavisan skup veliqine l. Me�utim, qak iako se zna da ovi brojevi pos-
toje (xto �emo dokazati u slede�em ode	ku), odre�iva�e taqnih vrednosti je
vrlo te�ak (nerexen) matematiqki problem, koji je i da	e aktuelan. Posebno
je va�an problem odre�iva�a dijagonalnih Remzijevih brojeva koji su oblika
r(k, k).

4.1 Dokaz postoja�a gor�e ocene

Sada �emo dati kratak dokaz za najpoznatiju ocenu Remzijevih brojeva koja
ka�e

r(k + 1, l + 1) ≤
(
k + l

l

)
.

Zapravo dokaza�emo jednu drugaqiju nejednakost

r(k + 1, l + 1) ≤ r(k + 1, l) + r(k, l + 1),

a iz toga i Paskalovog trougla, induktivno zak	uqujemo ocenu (a samim tim
�e va�iti da postoje r(k, l)). Pretpostavimo da neki graf sa n = r(k + 1, l) +
r(k, l + 1) qvorova nema nijedan crveni Kk+1 i nijedan plavi Kl+1. Posmatra-
jmo proizvo	ni qvor ovog grafa. Primetimo da on ne sme da ima r(k, l + 1)
crvenih suseda jer bi onda inaqe postojao ili plavi Kl+1 ili crveni Kk,

21



22 4. Remzijevi brojevi

koji �e sa ovim qvorom obrazovati ceo Kk+1. Sliqno, ovaj qvor ne sme da
ima r(k + 1, l) plavih suseda. Stoga ovakav graf mo�e imati maksimalno
(r(k + 1, l) − 1) + (r(k, l + 1) − 1) + 1 = r(k + 1, l) + r(k, l + 1) − 1 qvorova,
xto je kontradikcija.

Osvrnimo se jox jednom na ovaj dokaz. Dobili smo ocene za dijagonalne brojeve
reda veliqine 4n+o(1) (jer je

(
2k
k

)
≥ 22n

2k+1
). Interesantno je da sve poznate ocene

jox uvek pripadaju ovoj familiji. Ci	 nam je da tra�imo ocenu u obliku
r(k + 1, l + 1) ≤ f(k, l)

(
k+l
k

)
, za neko f(k, l) = o(1). U prethodnom dokazu se

ose�a da ima dosta mesta za napredak, jer imamo neki globalni uslov (da svaki
dovo	no veliki podgraf ima potpun crveni Kk+1 ili plavi Kl+1), koji potom
iskoristimo na vrlo lokalan naqin (gledaju�i samo grane iz jednog qvora).
Vidimo da kada graf ima nexto ma�e od r(k + 1, l) + r(k, l + 1) qvorova, graf
je sve vixe odre�en, u smislu da mora da jox uvek ima ispod r(k + 1, l) plavih
i r(k, l + 1) crvenih grana. Stoga �e se za svaki qvor broj plaviih i crvenih
grana odnositi pribli�no kao

(
k+l−1
k

)
:
(
k+l−1
k−1

)
, xto je zapravo jednako l : k.

Ovo znaqi da �e graf sastav	en od crvenih grana biti takav da svaki qvor
ima pribli�no isti stepen. Ovo nas dovodi do ideje da je ovaj graf zapravo
kvazisluqajan.

4.2 Tomasonov rad

U narednom delu �emo predstaviti k	uqnu lemu kojom je matematiqar Toma-
son 1988. pob	oxao poznatu gor�u ocenu. On isto tra�i ocenu u obliku
f(k, l)

(
k+l
k

)
.

Teorema 4.2.1. Neka su γ i δ realni brojevi, neka je funkcija f ∗ definisana
kao bf(k, l)

(
k+l
k

)
c = f ∗(k, l)

(
k+l
k

)
, i neka je n = f ∗(k, l)

(
k+l
k

)
. Neka za m ∈ {1, 2}

va�e slede�e nejednakosti:

r(k + 1−m, l + 1) ≤ f(k −m, l)
(
k−m+l
k−m

)
(4.1)

r(k + 1, l + 1−m) ≤ f(k, l −m)
(
k+l−m

k

)
, (4.2)

f(k−m,l)
f∗(k,l)

≤ 1 +mγ, (4.3)

f(k,l−m)
f∗(k,l)

≤ 1 +mδ (4.4)

Ako za svako realno s u intervalu [−lδ, kγ] va�i nejednakost

3(k+l−1)2+s ((k − l)(k + l − 1)− k(k − 1)γ + l(l − 1)δ)+kl−2k2(k−l)γ−2l2(l−1)δ >
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>
k + l

n

(
(k + l − 1)(2l − k − 3s)− l(l − 1)(1 + 2δ)− (k + l)(k + l − 1)

n

)
tada va�i

r(k + 1, l + 1) ≤ n ≤ f(k, l)

(
k + l

k

)
Dokaz: Pretpostavimo da postoji boje�eKn u plavo i crveno, tako da ne postoje
crveni Kk+1 i plavi Kl+1. Neka je di crveni stepen i-tog qvora. Sada kao u
prethodnom dokazu mo�emo da dobijemo di ≤ r(k, l+1)−1 < f(k−1, l) ·

(
k+l−1
k−1

)
≤

kn
k+l

(1 + γ). Sliqno tome, n− 1− di ≤ r(k, l + 1)− 1, stoga di ≥ n− r(k + 1, l) ≥
n − f(k, l − 1)

(
k+l−1
k

)
≥ n − ln

l+k
(1 + δ) = kn

k+l
(1 − lδ

k
). Definiximo d kao prosek

svih stepena nd =
∑n

i=1 di, a definiximo s kao nd = kn2

k+l
(1 + s

k
). Sada oqito

va�i kn2

k+l
(1 + s

k
) ≤ kn2

k+l
(1 + γ), pa s ≤ kγ. Sliqno kn2

k+l
(1 + s

k
) ≥ kn2

k+l
(1 − lδ

k
), pa

s ≥ −lδ. Onda va�i s ∈ [−lδ, kγ].
Dokaza�emo sada jednu formulu koja va�i za trouglove u grafu. Neka je x broj
trouglova u grafu qije su sve grane iste boje, a y broj trouglova koje imaju dve
grane iste boje, a tre�u granu razliqite boje. Ukupno je trouglova

(
n
3

)
, pa va�i

x+ y =

(
n

3

)
.

Broje�i monohromatske puteve du�ine 2, vidimo da svaki monohromatski trougao
ima tri takva puta u sebi, dok svaki ostali ima taqno jedan. Broje�i monohromat-
ske puteve du�ine 2 preko sred�eg qvora znamo da je �ih

∑n
i=1

(
di
2

)
+
∑n

i=1

(
n−1−di

2

)
.

Stoga dobijamo

3x+ y =
n∑
i=1

(
di
2

)
+

n∑
i=1

(
n− 1− di

2

)
.

Odatle imamo da je broj monohromatskih trouglova

x =
1

2

(
n∑
i=1

(
di
2

)
+

n∑
i=1

(
n− 1− di

2

)
−
(
n

3

))
.

Primenom Jensenove nejednakosti na binomni koeficijent
(
x
2

)
, dobiijamo

x ≥ 1

2

(
n

(
d

2

)
+ n

(
n− 1− d

2

)
−
(
n

3

))
.

Sada primetimo da nijedna crvena grana ne sme biti u r(k − 1, l + 1) crvenih
trouglova, jer bi u suprotnom me�u tim ,,tre�im taqkama", postojao crveni
Kk−2, koji bi sa taqkama ove grane gradio kontradiktorniKk. Sliqno, nijedna
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plava grana ne sme biti u r(k + 1, l − 1) plavih trouglova. Stoga ako je c
crvenih grana, crvenih trouglova ima najvixe c

3
·(r(k−1, l+1)−1), sumiraju�i

prethodno tvr�e�e po svim granama (delimo sa 3 jer svaki trougao brojimo 3
puta; jednom za svaku �egovu stranu). Sliqno, ako je p broj plavih grana,
plavih trouglova je najvixe p

3
· (r(k+ 1, l− 1)− 1). Kako je

∑n
i=1 di = 2c = nd i∑n

i=1(n− 1− di) = 2p = n(n− 1− d), dobijamo

x ≤1

3
(c (r(k − 1, l + 1)− 1) + p (r(k + 1, l − 1)− 1)) =

=
1

6
(dn · r(k − 1, l + 1) + (n− 1− d)n · r(k + 1, l − 1)− 2c− 2p) ≤

≤ n

6

(
dn

k(k − 1)

(k + l)(k + l − 1)

f(k − 2, l)

f ∗(k, l)
+ (n− 1− d)n l(l − 1)

(k + l)(k + l − 1)

f(k, l − 2)

f ∗(k, l)
− (n− 1)

)
≤

≤ n2

6(k + l)(k + l − 1
(dk(k − 1)(1 + 2γ) + (n− 1− d)(l − 1)(1 + 2δ))− n(n− 1)

6

Sada kombinova�em ovih nejednakosti za x, mno�e�i ih sa 6(k+l−1)(k+l)2
n3 , i men-

jaju�i d sa kn
k+l

(1 + s
k
) dobijamo

3(k+l−1)2+s((k−l)(k+l−1)−k(k−1)γ+l(l−1)δ)+kl−2k2(k−l)γ−2l2(l−1)δ ≤

≤ k + l

n
((k + l − 1)(2l − k − 3s)− l(l − 1)(1 + 2δ)− (k + l)(k + l − 1)

n
)

xto je tra�ena kontradikcija.

Budu�i da ova teorema i �en dokaz deluju komplikovano, sada �emo ukratko
objasniti zaxto nam ovo zapravo daje bo	u ocenu od prvobitnog dokaza. Za to je
dovo	no da pogledamo xta se dexava u sluqaju kada f(k, l) = 1, i da doka�emo
da ocene nisu oxtre tu. Pixemo a = r(k−1, l+1), b = r(k, l), c = r(k+1, l−1), i
pretpostav	amo r(k, l+1) = a+b, r(k+1, l) = b+c, n = r(k+1, l+1) = a+2b+c.
U tom sluqaju je

x =
1

2

(
n

(
a+ b− 1

2

)
+ n

(
b+ c− 1

2

)
−
(
n

3

))
,

ali tako�e po gor�oj oceni za x imamo

x ≤ 1

6
(n · (a+ b) · a+ n · (b+ c) · c− n · (a+ b)− n · (b+ c)),

Kada razmno�imo obe strane, vidimo da se kubni faktori skrate, a da u
kvadratnim faktorima nastaje razlika.
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Da	e u svom radu Tomason pozabavio tra�e�em adekvatne funkcije koja is-
pu�ava zadate uslove, i na kraju je stigao do ocene da postoji konstanta A tako
da za k ≥ l va�i

r(k + 1, l + 1) ≤ exp{− l

2k
log k + A

√
log k}

(
k + l

k

)

r(k + 1, k + 1) ≤ k
− 1

2
+ A√

log k

(
2k

k

)
U da	em delu rada �emo predstaviti Konlonov rad, koji se nadogra�uje na
Tomasonovu ideju, i nalazi trenutno najbo	u poznatu gor�u ocenu za dijago-
nalne Remzijeve brojeve.

4.3 Konlonov rad

Konlon se u svom radu umesto da se fokusira na trouglove fokusirao na kom-
pletne podgrafove veliqine r. Konkretno, lako se vidi generalizacija naxih
dokaza do sada po kojoj se dobija da je svaki crveni Kr−1 sadr�an u maksimalno
r(k−r+2, l+1)−1 kopija crvenih Kr, a svaki plavi Kr−1 je sadr�an u najvixe
r(k + 1, l− r+ 2) plavih Kr. Ci	 Konlonovog rada je da na�e drugaqiju gor�u
i do�u ocenu za broj pojav	iva�a monohromatskih Kr. U Tomasonovom dokazu,
ovo je isto bila ideja, samo je on radio sluqaj kada je r = 3, i tada postoji
lakxi naqin da se dobije do�e ograniqe�e za broj monohromatskih Kr−1. Ovde
zahteva malo vixe rada. U ovom delu rada �emo predstaviti Konlonove ideje
kojima je on ovo postigao, ali ne�emo dati formalan dokaz jer bi to premaxiv-
alo granice ovog rada.

U Konlonovom radu, centralno tvr�e�e je sliqno onome u Tomasonovom (Teo-
rema 4.2.1) gde dokazuje da ako funkcija f ispu�ava neke uslove onda je f(k, l)

(
k+l
k

)
≥

r(k+1, l+1), pri qemu dodaje da nejednakosti (4.1),(4.2),(4.3),(4.4) koje u Toma-
sonovom radu va�e za m = 1, 2, va�i tako�e i za m ≤ r − 1 (i, naravno, me�a
one uslove koji slede iz dokaza teoreme). Konlon svoj rad zapoqi�e uvo�e�em
funkcije g na parovima qvorova koja se za datu vrednost p definixe kao

g(x, y) = R(x, y)− p

gde jeR funkcija koja predstav	a matricu incidencije crvenih grana. Obiqno
je ci	 uzeti da je p jednako gustini grafa, me�utim ovde se ispostavi da nam
je iz tehniqkih razlog najpogodnije da izaberemo p = k

k+l
, i onda da dokazujemo

da odre�eni izrazi sa g uzimaju vrednosti blizu nule. Sliqno kao xto da
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nijedan qvor ne sme biti crvenim granama povezan sa r(k, l+ 1) qvorova, i ni-
jedna crvena grana ne sme biti deo r(k−1, l+1) crvenih trouglova (i analognim
tvr�e�ima za plave grane) dobijaju se tvr�e�a kojim se ograniqavaju odozdo i
odozgo vrednosti odre�enih izraza po g, za xta koristimo da je graf kvazis-
luqajan.
Konlon potom pristupa nala�e�u gor�e ocene za broj crvenih Kr podgrafova.
Ovo posti�e gledaju�i identitet∑

k1,··· ,xr

∏
1≤i,j≤r

R(xi, xj) =
∑

k1,··· ,xr

∏
1≤i,j≤r

(p+ g(xi, xj)) =

=
∑
H⊂Kr

p(
r
2)−e(H)gH

gde je za proizvo	ni H podgraf Kr (qiji su qvorovi v1, v2, · · · , vr)

gH =
∑

k1,··· ,xr

∏
(vi,vj)∈E(H)

g(xi, xj).

Ovaj identitet se dokazuje jednostavnim algebarskim manipulacijama.

Sada ci	 rada prebacuje na to da ograniqi vrednosti gH. Ovo radi (za
grafove koji imaju vixe od 3 qvora), odozdo i odozgo po apsolutnoj vrednosti,
pomo�u kvazisluqajnosti funkcije g. Gledaju�i naxa tvr�e�a u poglav	u 3,
ovo odgovara svojstvu P1. Sada formira dve ocene za broj polav	iva�a cr-
venih Kr (do�e i gor�e). Koriste�i ocene za gH odozdo, tako�e dobija ocenu
za tra�eni broj pojav	iva�a odozgo. Sa druge strane, koriste�i to da je se
nijedan crveni Kr−1 ne mo�e sadr�ati u r(k + 2 − r, l + 1) crvenih Kr, i ko-
riste�i ocenu za gH odozgo, izvodi kumulativnu gor�u ocenu za isti broj
pojav	iva�a. Sada koriste�i iste ocene za plave Kr i koriste�i qi�enicu da
je gor�a granica ve�a od do�e granice (oduzima�e nejednakosti) dobija neke
algebarske nejednakosti, qijim manipulacijama izvodi lep oblik ograniqe�a
funkcije na r.
U da	em delu rada, sliqno kao Tomason, izvodi xto bo	u funkciju koja zado-
vo	ava uslove koje mu je teorema nametnula, i izvodi konaqnu teoremu:

Teorema 4.3.1. Za sve ε za koje va�i 0 < ε ≤ 1, postoji konstanta Cε tako da,
za svako k ≥ l ≥ εk,

r(k + 1, l + 1) ≤ kCε
log k

log log k

(
k + l

k

)
.

Kao posledica toga, postoji konstanta C tako da va�i

r(k + 1, k + 1) ≤ kC
log k

log log k

(
2k

k

)
.
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Zak	uqak

U prvom delu ovog rada smo uveli kvazisluqajne grafove i uslove kvazisluqa-
jnosti grafa. Potom smo dokazali ekvivalenciju ovih tvr�e�a, koriste�i puno
razliqitih ideja i svojstava grafova, koriste�i qak i neka svojstva grafova
u linearnoj algebri.

U drugom delu rada smo videli zaxto su kvazisluqajni grafovi korisni, tako
xto smo primenili �ih u dokazu ocene za jedan od najpoznatijih kombina-
tornih problema: Remzijevih brojeva. U ovom delu je ci	 bilo predstaviti
intuiciju koja stoji iza uoqava�a kvazisluqajnog grafa u odre�enom kombina-
tornom problemu i kako to da	e koristiti to za rexava�e. Ono xto je qinilo
ovaj dokaz posebno interesantnim jeste qi�enica da je u ovom problemu na-
jbo	a poznata ocena postignuta koriste�i ideje koje su glavna tema ovog rada.

Hteo bih ovom prilikom da se zahvalim svom mentoru, Luki Mili�evi�u, koji
je uvek bio dostupan za pomo� i konsultacije oko rada, preporuqivao mi lit-
eraturu i prvi mi predstavio kvazisluqajne grafove qime je podstakao moje
interesova�e.

Tako�e bih voleo da se zahvalim svim profesorima koji su mi predavali matem-
atiku tokom mog xkolova�a u Matematiqkoj gimnaziji, jer su produbili moju
ve� postoje�u 	ubav prema matematici.
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