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1

YBOI

Y MaremMaTuIM je OmITe MO3HAT MojaM caydajHor rpada ca seposarohom p. To
rpacd y KoMe je cBaka rpaHa cJIydajHo m3abpana ca BepoBarHohoM p. Mehyrum,
Ta TeopHja HAM He TOBOPH HUIITA O MojewHAYHUM TpadoBuMa. OCHOBHO MUTAHE
KOje pa3MarpaMoO y OBOM paJly je: I10Ji KOJUM yCJIOBUMA ce JiaTu rpad 1moHalia Kao
caydajHo n3abpan?

3a Hac je KJby9aH T0jaM KBa3uCIydajHUX I'padosa. 3a rpad KaxKeMo Ja je KBa3uc-
Jydajan Kaja je Opoj oapeheHHX CTYKTypa VHYTap Ibera HUCTH Kao y CJIYYajHOM
rpady Heke Beposarnohe. Taunuje, y kBazuc/ydajnom rpady tu 6pojeBu 3a 1pOU3BOJHHO
MaJIy TPEeMIKy O/ICTYajy 0/ OYeKHBAHUX BPEIHOCTH BEJTMINHA Y CJIydajHuM rpadpoBuMa.

Kako je ycsioB KBa3UCIyIajHOCTH JIOCTA JaK, MOCTaB/ha Ce MUTAHe HATMHA U TeKIHE
JIoKa3a 1a je oapehen rpad KBasuciaydajan. lcrnoctaBiba ce jga IMOCTOJU YUTAB HU3
eKBHBAJIEHTHUX YCJIOBa KOjU TOBOpe Ja je rpad KBasuCAydajaH, ol KOjUX je Ha-
jUpocTHju 3a pazyMeBamhe U JIoKa3aBamme Ja je 0poj rmukJjiyca ayzxutne 4 y Tom rpady
jeaHaK mpuOINKHO OUYeKUBAHO] BPEIHOCTH. 300T MPUCTYMATHOCTH OBOT yCJI0BA, OH
ce cMaTpa MEeHTPATHUM TBphemeM Koje CBeJOUYN O KBA3UCIYUAjHOCTH.

Y oBoM pajy hemo dbopMaTHUje YBECTH TTOjaM KBA3UCIYIajHOCTH, HABECTH Te YCJIOBE
KOjU CYy €KBHBAJICHTHE Ca KBA3UCJIYYajHOIINY M JIOKA3aTH HUXOBY €KBUBAJICHIIU]Y.

Y ocraTtky pajia hemMo BHjeTH NpUMeHy y ornHemuBamy Pem3ujesux Opojesa. I[IpBo
hemo ce mocerutu TomaconoBoMm pajuy, a 3aruM KoHJIOHOBOM paiy, KOjH CYy KO-
puctehu Teopujy o KBasucAydajHEM I'padoBUMA MOjadaIn HajOO/be TIO3HATE TOPIHE
otiene 3a Pem3ujese 6pojese.
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YBOaHHA II0jMOBU

2.1 OcHoBHUu rpadoOBCKHU II0jMOBU

Cajza hemo yBecTn map oCHOBHUX Jie(DHHHIIE]jA U3 Teopuje rpadosa.

Hedbununuja 2.1.1. I'pap G = (V, E) o3nmauaba rpad ca ckynom weoposa V u
ckynom epara E. Taxohe, G(n,e) oznauasa rpadp G = (V,E) rne je |[V| = n u
|E| = e, a G(n) rpad ca |V| = n. Haname hemo xopuctutu V' u E Kao cKymose
YBOPOBA M IpaHa 0e3 1mocebHe HAIIOMEHE.

Hedbununuja 2.1.2. Mampuya unyudenyuje rpada G(n) je marpuna n X n, e
je Bpemnoct y mosby (i,7) 1 ako cy 4BODOBH ca O3HAKaMa i, j TOBe3aHU IpaHoM, a 0
y CYIIPOTHOM.

Hedbununuja 2.1.3. Kaxewmo ua je rpad G' = (V' E') nodepag rpada G = (V, E)
ako mocroju 1 — 1 npecimkapie f : V' — V tako ga nmocroju rpana € € E' koja
nosesyje uBopose u,v € V', camMo ako mocroju rpata e € F Koja mose3yje 4BOpoBe
fu)m f(v).

Hedununuja 2.1.3 auje crangapiana aedbuHunuja mnoarpada, Beh HHjeKTUBHEX XO-
MoMopduzama, ajau 300 TOra KOJUKO CE€ 4eCTO OBaj TEPMUH KOPHUCTH Y PaJLy, KO-
puctuhemMo OBakBY JeMUHUIHY.

Hedbunnnmja 2.1.4. Kaxemo na je rpad G' = (V' E') undyrosan nodepag rpacda
G = (V,FE) ako nocroju 1 — 1 mpecimkasibe f : V' — V Tako ma mocroju rpana
¢/ € E' xoja nosesyje usopose u,v € V', ako u caMo ako nocroju rpana e € E koja
nosesyje upopose f(u) u f(v).
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2.2 Ilojam u3 JuHeapHe ajiredbpe

Cama hemo yBecTH HEKOJMKO OCHOBHEHX IIOjMOBa M TBphema 3 JIMHEapHEe aJredpe
Koje he Ham OuTH MoTpedbHE Aajbe y paLy.

Hedbuunumja 2.2.1. Tpaz kBaaparne marpune A, koju osnauaBamo ca tr(A) je
cyMa ejeMeHaTa MaTPHUIle 10 TJIABHO] /IMjarOHAJIH.

Hdeduuunmnja 2.2.2. Concmeena spednocm KBaapaTHe MaTpuiie A TuMeH3Huja nXn
je ckanap A 3a koju Baxu det(A—\-1)=0.

Kana mocmarpamo marpuie Haj mosbeM R, kako je spegnoct det(A — A - 1) = 0
nosmaoM u3 R[] umamo cienelia npa TBphera (13 ocHOBHE TeopeMe anreGpe u Bu-
jeroBux opmyia):

Jlema 2.2.1. Y C mocrToju Ta9HO N CONCTBEHUX BPETHOCTH KBaJpaTHe mMarpuie A
JTUMeH3Hja n X 1.

Jlema 2.2.2. Cyma cOnCTBEHHX BPEIHOCTH KBajpaTHe maTpuie A qnMeHsmja n X n
je jenmaxa tr(A).

Takobe je mosmaro ja cy 3a cuMmerpudne Marpuie (4 caMuM THM H 33 MaTDHIE
MHIUIEHIHje cBaKor Tpada) CBe COICTBEHe BPETHOCTH DeasiHe.

2.3 /lomaTtHe o3HaKe y rpady

Hedbunnnnuja 2.3.1. 3a v € V gedbunumemo ckyn cyceda Nd(v) = {z € V]v,x €
E}, ka0 cKyn 40BOPBa KOju Cy I'DAHOM JMPEKTHO TIOBE3AHH Ca V.

Hedbunnnnuja 2.3.2. 3a v € V jgedunumenmo cmenen usopa d(v) = |[Nd(v)|, kao
O6poj YoBOpPBa KOjU Cy I'PAHOM JUPEKTHO MOBE3aHH Ca V.

Hedununnmja 2.3.3. 3a noackyn usopoBa X C V, ca e(X) o3nauaBamo 6poj rpana
KOjU 110Be3Yyjy uBopoBe u3 X.

Hedbunuunuja 2.3.4. Bpoj nojassuBama rpada G kao moarpada rpada G ce
oznavana ca Ng(G').

Hedbunuunuja 2.3.5. Bpoj nojasmpuBama rpada G' Kao MHIAYKOBAHOT moiarpada
rpacda G ce oznagana ca Ni(G').

Hedbunnumja 2.3.6. 3a u,v € V pedunurmemo S(u,v) Kao CKyn 40BOpBa w KOju
Cy I'PAHOM JMPEKTHO MOBE3aHU MJIK U ¢a 00a O U M U, W HE Ca jeTHHAM.
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KBazucayuajuu rpadpoBu

Wneja kBazucaydajuux rpadosa je Ja, ako 3a HeKH Ipad IpUOJIHKHO BarKU HEKO

CBOJCTBO KOje MHAaYe BaxkKd 3a cjydajHe rpadoBe ca IyCTHHOM d, OHJIA MOXKEMO JId

JIOKaKeMO 1 J1a NPUOJIUKHO BayK1 11e0 HU3 JAPYIUX TBphema, Koje Bazke 3a CciIydajHe

rpacdoBe ca Tom ryctuHoM. [Ipumepa pasgu, ako gatu rpad G mMa MUKIyca Ty KIHe
1 n

- 4
4 XommKo M clydajan rpad ca rycTHHOM ; (IITO 3HA4YM Ja HMa OKo (7)*), Moxe ce
usBectn ja G nma oko (%) Tpoyriosa.

[TocToje nBa HAYMHA 3aMUILBAKHA OBAKBUX I'pPadoBa. JegaH HAYWH je /1a ce 3aMUCe
kao amuauje. Kaja KazxKeMo Jia je HEKO CBOjCTBO €KBUBAJEHTHO Ca KBa3UC/y4da-
jHOCTH, TO je OOMYHO 3HAYM Ja ce 3a cBe rpadose U3 Te paMuirje HeKa BeJTUIUHA
paziukyje oj ovdekupane penuuuse f(n) (vae je n 6poj uBopoBa rpada) 3a HeKy
dbyukujy xoja je o(f(n)). Camum tum y GeckoHadHOCTH (Kaja y3uMamo rpadose
ca JIOBOJBHO 4BOpOBa), TO he HaM 3HaunMTH Ja ce rpadobu noHamajy “ucro”. OBaj
HAYMH 3aMUC/harba je OuTaH 3001 TEOPHUjCKOT Jiesia KBa3ucaydajHux rpadona, 1e ce
U3BOJIY €KBUBAJICHITMja CBOjCTaBa KBa3UCJAYy4YajHUX I'padosa.

Jlpyru HaYMH je 1a 3a KOHKpeTaH rpad Ja KarxKeMo Ja je caM 1o cebu KBa3ucayda-
jan. OBaj HAUMH 3aMUIL/bAaIba je IMPUMEHA KBA3HC/ILYYajHOCTH, € MOYKEMO U3BECTH
3a HeKHu rpad KOHKPeTHe OlleHe 3a ojipehene BejmdnHe.

3.1 llenTpamHo TBpheme

Cana hemMo HaBecTu CcKym TBphema KOjU CY €KBWBAJEHTHA Ca KBA3UCTYJajHONINY
rpacda dmja je rycruHa % Ca n o3mauaBamo Opoj uBopoBa y rpacdy. 3a ocraje

TYCTHHE je TIOCTYIAaK CJIUYaH.
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e Pi(s): Ba cBaku rpad M ca s 4BOpoBa BaxKu
Nj(M) = (14 o(1))n2"0)

e P,(t): 3a napuo t, ako je Cy nukJjyc ca t 4BopoBa

2

(V)2 (1+0(1)" A No(C) < (1+0(1) (5)

o Py: Ako cy |Ai| > [Ao| = -+ > |\,| concTBeHe BpegHOCTH MATPUIE MHIM/ICH-
nuje
2

e(V) > (1%(1))% AN = (1+o(1))g A X = o(n)

e P;: 3a cBaku mojckyn uBopona S C V Baxku

e(S) = % + o(n?)

e P5: 3a cpaku mofckyn asoposa S C V, |S| = | 5| Baxnm

e(S) = (% + 0(1)) n?

>[I0 = 5| = on®)

Humb je 1a ce jokazke Jia €y €Ba OBa TBphermba eKBUBaJieHTHA. 10 3HAYHM J1a ce J1a aKo
3a Heku rpad je HeKo TBpheme o1 0BUX BaxKu ca (YHKIHjoM Tperike h(n) Koja je
o(f(n)), onma ce 3a cBako Apyro tepheme Moxke u3Bectu dbyHknmja rpemke h'(n),
Koja je o(g(n)), 3a ogropapajyhe f, g uz nedununuja rephema. Ty monasu creneha
Teopema

Teopema 3.1.1. 3a s > 4 u napuo t > 4 Baxku
Py4) = B(t) = Pi(s) = P = P, = P = Py = P(4)

0/IaKJIe BaykKu Jia Cy cBa TBphema mMehycoOHO eKBUBAJIEHTHA.

urepecanTHO je J1a je o1 cBuX oBuX TBphema P (4) nsriiesa Hajeaabuje, aim unax je
NOJjeTHAKO JaKO KA0 M CBa OCTaJla. 3aTO ce KAo yCJIOB KaB3UCIYUAjHOCTH Hajuelnrhe
HABOJIU YIIPABO OBA]j YCJIOB, OyAyhiu je HajIaKIIN 3a MpoBepy. Y HAPEIHOM JIeTy Pajia
heMo mokasaru uMmILIMKalyje Koja Baxke usmehy oBux TBphema, n TuMe JloKa3aTu
Jla Cy OHA €KBUBAJICHTHA.



3.2. Jloka3 eKBUBAaJEHIIUjE 7

3.2 Jloka3 ekBUBAaJIEHIHj€E

Y HapemHOM ey pajia heMo MOKa3aTW HEKOJIHKO WMILTHKAIMja Koje Baxke Melhy
oBuUM TBphemuma, Ja OUCMO JI0Ka3a/u Ja cy 3aupaBo MehycoOHO eKBUBAJIEHTHU:

Jlema 3.2.1. Pi(s+1) = Pi(s)

Joxas: Heka je T rpad kKoju mma s 4BopoBa. 3a mWera JI0Ka3yjeMo Ja ce MojaBsbyje
oueknBan O6poj myta. [Tocmarpajmo rpadose 17, Ty, Ty - - - Ty, Koje ce 100ujajy Tako
mro ce rpady T moxa jegan uBop (nocroju 2° raksux rpadosa jep 3a Taj HOBH 4BOD
nocroju 2° moryhuocru ca xkum je mopesan (,,1a” u ,,He” 3a cBaku Beh mocrojehn
upop)). Caza 3HAMO:

NG(T) = (1+ o(1))n=+12(2).
laspe padyHamMo KOJHKO myTa ce mojaBsbyje 1y rpady. 3a cBaKO MOjaB/bUBAHE
uekor 1} ce T TadHO jeJHOM TOjaBH, ¢ 003UPOM Ha TO ja MO Opojain cBe rpadose
ca s + 1 uBoposa umju je T nojrpad, cymmparmem 1o csum i € [1,2°] 6pojahemo
CBaKO mojaBbuBame 1 TauHo n — s myta. OHIa 3HAMO

s+1) 28

NE(T) = (14+0(1)n 127 (s — (1o(D)nH12-O L = (1 40(1))ne2-(),

n—s n—s

o je yupaso Pi(s). O
JIema 3.2.2. P1(2t) — P2(2t)

Jlokas: Osaj goka3 ce cacroju m3 apa jeqa: jgokasaru e(V) > (1 + 0(1))%2 u

noxazatu Ng(Cy) < (1+0(1))(5)" IIpso hemo mokasaru apyro Tepherme. 3namo
. (2t—3)

J1a je MUKJIyC noAarpad 9% pazmnantux rpadosa ca Cy Kao mogrpadom (cBaka

rpaHa BaH MUKJIyca Mozke ja O0y/ae wiu He Oyiae y ToMm rpady). CAudHO TpeTXoIHOM

JOKazy, cymupajyhiu mo oBuM rpadoBUMa, CBAKH MUKJIYC OPOJUMO TAYHO jeJHOM (jep

ra TAYHO jeaH CKyIl rpaHa joiymasa 110 Beher rpada) ma umamo

2t) 2t(2t—3)
2

Ne(Cor) = (14 o(1))n22- (D25 — (1 4 (1)) (g)%.

Caga nokasyjemo npsu jeo. Ha ocrosy Jieme 3.2.1 Bakn P;(3). Osnaunhiemo ca H;
rpacd ca Tpu Temena u ¢ rpana. Caja hemo younTu ja Baxku ciiejnehe rpherme

> (n—=2)d(v) = N5(H) + 2Ng(Ha) + NG(Hs).

OBa jesnakocT BaxKu jep 6poju Tpojke (u,v,w) The Cy u U U [MOBE3aHU IPAHOM (34
garo u uvamo d(u) HaumHa JMa m3abepeMo v U 1 — 2 Ja n3abepeMo w Kao HeKH
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OJ1 IPeoCcTaInX YBopoBa). IlocToju Gujekiuja Koja OBO CJIMKA Y JIECHY CTPAHY jep
jé TojaB/bUBaIba CBAKO IojaB/buBarme Hy u Hj jeIMHCTBEHO oapeleHo, a ¢BaKO II0O-
jaBpuBame Hy ce pauyHa jBa myTa (y 3aBHCHOCTH Ja JIU je Apyra rpaHa (u,w) win
(v,w)). OmaBae uz P;(3) Baxku TBpheme

> (n—2)d(v) = Ni(Hy) + 2N (Hy) + Ni(Hz) = (1+ (1) 5.

Kako je e(V) =) d(v), zememem oBe penanuje ca n — 2 100HjaMo

2

(V) = (1+0(1) -

Opnagje cMo gokazanu Py (2t). O

JIema 3.2.3. P2(4) = P

Jlokas: Kao mro ecmo Beh peknn, 3Hamo na cy |\ > |Ag| > -+ > |\,| concrene
BpeIHOCTH MaTpuie uHnugennuje A mamrer rpada. Heka je BekTop

3a cBaKy CHMETPUYHY MATPHUILY je MO3HATO /A BaXKN

= su (Au, u)
M= u;é%) {(u, u)
iz = 2 < 2O 1ot

Hame jemnakoctu cy caeaumie jep (Av,v) mpeactaBpa cymy OpojeBa y MaTpHIM,
jep BeKTOp Av mMa BpeIHOCTH CcyMa OpojeBa y cBakoj KoJOHH Marpuie A, a mpu
CKaJIaDHOM MHOZKEIbY T€ MaTpHUIlEe ca v ce cabupajy eJeMeHTH y 1b0j; CyMUpajy eJie-
MeHTH y 1esioj Marpuinu. Hacrasak jokasa ce sacuuba Ha sesuuunu tr(A*). Tlos-
HATO je Ja ako je A\ comcTena BpemanocT M onga je A2 comcrsena spemgnoct M?2,a
camuM tuM 1 A* 3a M*. Crora suamo jga cy Af > A3 > -+ > A\ Capga no semu

2.2.2 Baxu
tr(A*) => AL
i=1
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Caga hiemo uspauynaru tr(A*) na jom jegan nauun. Haume, spegnocr y noswy (7, 7)
maTpuie A™ je Opoj pasIMUATHX HAYUHA J1a Cce JI0he oI 9BOpa i O YBOpa j ca
TavaHo m rpana. Jlokas oBora je nmHAyKTHBaH (6a3a MHIYKIHKje je TauHa 10 aecuHu-
IUjH MaTpPUIle WHIUIEHI]e, a WHAYKTUBHI KOPaK CJIeu JUPEKTHO U3 JieDUHUIIN]e
MHOKema MaTpuna). OBUM BUAKMO Jia je CyMa Ha IJaBHO] JAujaronajnn marpuie Al
(Bpeanoct tr(A*)) yupaso 6poj HaunHa Ja 0/ HEKOT YBOpa KPEHEMO H JIa Ce BPATHMO
y Taj uctu upop nocye 4 rpane. [axie,tr(A*) je jennax 6pojy Cy y3 rpemky Koja
je o(n?) (koja macraje 360r merenepucannx kommja Cy), ma je crora
4
tr(AY) = No(Cy) + o(n*) < (1 + 0(1))%.

OpaBre 3aK/bydyjemMo

N
'
3

3
'
3

(14 0(1))

v
~
=
o
N
I
>
—
+
>
SO
v
—
+
=N
=
+
>
Sl

1

(@)

IIa HaM KOHA4YHO BazKN

mTo je ynpaso Ps. O
JIema 3.2.4. P2(2t) = B

Jlokas: Jlokasz oBe jeme je ckopo uctu Kao P(2t), aam je Ty 3apaj KOMILIETHOCTH
paJa. jequHo MTo ce mocMaTpa Tpar Marpune A% ma je

tr(A*) = Na(Ca) + o(n™)

n

tr(A%) = "\,

i=1

W3 Yera ce Ha CJAMYAH HAYWH 3aBPIIaBa JI0KA3. O]
OBJe Bpe/ iy HAIIOMEHYTH JIa OBaj MCTH JIOKA3 He MOKe JIa Ce CIIPOBeJe 3a IUKJIYCe
Henapue jayxkuue Cy, jep je GUTHO Ja Cy BpPEJHOCTH . MO3UTHBHE, IITO HAM Ce
rapaHTyje caMo 3a mnapHo t. 3a rpadose Koju uciymwanajy P(t) 3a Henapho t je
Moryhe KoHCTpyHcaTn KOHTpaIpuMmep.
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Jlema 3.2.5. P, — P,

Joxas: Ilpso hiemo moka3aTu peryaapHOCT cTelnena oBor rpada. AKO HOHOBO YOUNMO

1
1
v= 1.1,
1
3HAMO JIa BaxKu
[[Av]] < Aiffv]].

Onarie BLAUMO 13 BasKH

3

>(dw)* < (L+ (1)),

v

jep cy BpegnOCTH Y MaTpuim Av yrpaBo BpeJHOCTH d(v), KO IITO je KOMEHTapHCAHO
y mpeTxoaHoM jokasy. Mehyrum, o yciaoBy Ps; 3HaMo Ja BayKn

vy = 228 5 (14 o)™

na o Kommu-IIIBapiy 3mamo 1a je

a oJaTie jacHO BHUJIUMO Ja BaryKu
> dw)=(1+ 0(1))”—2 = ) ]d(m — @‘ = o(n?)
v 2 v 2 .

13 oBora Takohe crenm ma cy c¢Be ocuMm o(n) Bpeasoctu d(n) umajy Bpeanocr (1 +
0(1))5. Hedunummmo ey, ez, - - , €, CKyI OPTOHOPMATHAX COICTBEHHX BEKTODA A;
u3 A, jenuauane HopMme. Heka je u = \/Lﬁv. [wnsb cama HAM je Ta JOKazKeMO /18 BaxKu
||u —e1]| = o(1). Hexka cy ay,as,- - ,a, ckanapn Tako ga BaxKu u = y . a;e;, OHIA
Bazkn Au =), a;\e;. llo mocrynky u3 jpokasa sieme 3.2.3 3HAMO Ja BazKH Ja je i-Ta

BPEJIHOCT Y BeKTOpPY Au ympaso d\(}%), rje cy vy, Vo, - - - U, UBOpoBu G. Caaa 3HaMO

1
na BekTOp Au mMa cBe ocuM o(n) enemenara ma cy seamaune (5 + o(1)) \/n, mro
3HAYM JIa OCTOBU BEKTOD W TAKO 1A je

Au = <%+0(1))n-u+w,
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rjle W uMa ¢Be ocuM o(n) eJIeMeHaTa BeKTOpa w Ipunaaajy o(y/n), mro 3Ha4u ja je
llw|| = o(n). Younmo ma Baxu

Z()‘i - g)aiei =w+u-o(n).

Pauynajyhu nopmy obe crpane umamo

n2a?

o(1)- (D a)+) 1 = llw+u- o)l = oln),
i#1

jep mo P; BaxKu Jja Cy CBe COICTBEHE BPETHOCTH OCHM A1 y 0(n), a Kako je A; =

(% +o(1)) n, Taj 4IaH HaM HecTaje y apyroj cymu. V3 dera Ham cieam 1a je

> iz @ = o(1). Cana mpumeliyjeMo u = aje; + wy, TPH YeMmy je WHTEH3HTET
[lwi]| = a3+ -+ a2 = o(1). Kaxo zmamo ma je |[ul| = ||ei|] = 1, 3mamo na
je la1] = 1+ o(1). Tlo ®pobernycoBoj Teopemu, cBakn KoedHIH]EHT y3 €1, MOpa
ourn mosutuBan. Omasie a; = 1+ o(1), ma je ||u — e1|| = o(1), mTo je u Tpebamo

nokasatu. Caja yBeIMMO S, Ka0 KapaKTepPHCTHYHH BeKTOp Hekor ckyma C, o
3HaYM J1a je s; = 1 ako u caMo ako v; € S, a y cynporaom je s; = 0. Jledurucahemo
s' = s—(s,er)e;. Cana, TpuBnjanano Baxku aa je (s',e;) = 0, ma crora Mopa 12 BayKu

(As',s") < o] - [Is'] 1%
3HaMO 118 BaxKHu

1511 = lls = (s, en)enll” = lls[I* — 2(s, e1)* + (s, e1)* < [Is]|* = |5,

(As',s") = (As, s) — 2(s,e1)(As,e1) + (s,e1)*(Aer, e1) = 2e(S) — A\ (s, e1)>.

Osa jemHakocT BazKu jep je v BekTopy Av i-1a BpegHocT 6poj uBopoBa u3 S ca KOjuM
je v; nosesan, a (As,s), cyma THUX BPEJHOCTH 10 €JIEMEHTHMA S, Ha je TO yIpPaBo
2e(S), u jep je Ay = (Aeq,e1) m A - (s,e1) = (As, eq). Cana Tpeba ga n3padyHamo
BPEJHOCT (S, €e1), IITO MOXKeMO Ha cjejelin HauuH

5

(s,e1) = (s,u+w1) = (s,u) + (s,wy) = + (s, w1).

S

Beh cmo gokasamu ma je ||wi|| = o(1), ma saxu [(s,wy)| < [|s]| - [|wi]| = o(\/|S])-

3aro uMamo 5|
(s,e1) = —= +o(\/[9]).

n
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Kopucrehu cBe jobujene HejeIHAKOCTH JTOOKjaMO

(As', s") = 2e(S) — (% + 0(1)) 1S)? 4+ o(n?) < Xo|']|? < |S] - o(n) = o(n?).

Opatie HaM ciaean

4
3a CBAKM CKYyI 9YBOPOBA S, MITO je npasBo PFj. O

Tpusnjanso Baxku ja je Py, = FP;, anu je m3nenabyjyha ummeHuna na Baxu
1 0OpHYTO TBpPheme:

Jlema 3.2.6. 5 — P,

Joxas: 1Tum HaM je ga TOKazKeMo ako 3a (PUKCHO €, 3a ¢cBaku ckym S C V BenndmHe

S| = | 5] Baxn

< en?

<(s)

16

ona 3a ceaku S C V Baxknu

‘e(S) — %<|§|>’ < 20en?.

[Mogesmmhemo Joka3 y jaBa ciaydaja y 3aBucHocru |S|:
(i): [S] > [5]. Cymmpahemo semmumny e(S’) mo ceum S C S ca || = [5].
Tama cBaky rpany 6pojumo (Ui 5122) IyTa, jep cy HaM JiBa YBOpa (PUKCHUPAHA, & IMaMO
2

TOJIMKO HaumHa Jjia n3abepemo ocraje y ckyny S’. Tana

|S]

o(5) = Zscse®) w) (”+n) ISI081 - 1) (”_+n) g <|5|><1+8€>

16 16 2 )'2

(55~ (55 RIS

CAWYHO BaXKU U

16 16 AD)

e(S) = Zscs (S (L|§|J)) (n2 eng) _ Isidsi=1) (n_2 B €n2) . (|S|)(1_

Crora je oBaj J0Ka3 3aBPIIEH.
ii < |2]|. IIpermocTaBuMO 12 TBpheme HE BayKd, TO jJeCT Ja IOCTOjU CKYII
N ny g y . . g
TaKo Jia je

e(S) > 1(@’) + 20en?

-2

8¢)
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(IprrE caydaj e(S) < %(‘g‘) — 20en? ce gokasyje anasorno). Caja HocMaTPajMo
ckyn S = V\S. Mo npBom ciaydajy umamo

() () () (o)

Caja, jacHO je ma BaxKn
e(S,S) =e(V) —e(S) — e(9)

e je e(S,S) mpeacrapma 6poj rpana msmehy S u S. TlpmMemyjemo omer umejy

CyMHupama Ha CBe CKYIOBe KOjH JOMYHaBajy CKym S 10 KapAnHATHOCTH L%J, TO jecT

cymupahiemo e(S U S’) mo cum S’ C S 3a xoje Baxu S| = 2] — |S|. Taza one

rpate u3 e(S) 6pojumo (ng—ljklﬂ) myTa (y cBaKOM CabUPKy CBaKy TAKBY I'DaHy OpOjuMO
2

TavHo jemroMm), Tpane u3 e(.S) 6pojumo (Lg]f 532) nyTa (jep Tpeba jga m3abepemo Ta
2

JIBa 9BOpA y TOj TPAHH KOjy IVIEJaMO, a TPEOCTajle MOKEMO Ha OBOJMKO HAYMHA) U
= . —18]—1 . ..

rpate u3 e(.S,.S) 6pojumo TaTHO (Lﬁjl‘g‘g‘_l) nyTa (jep Tpeba ma uzabepemo Taj jenaH

2

9BOD, & OCTATAK CKYyIla MOKEMO Ha OBOJIMKO HaunHa). Vmajyhu y Bumy jga mo npsom

caydajy umamo e(V) > (Z)(% — 8¢), cajia CyMIpaMo

N ZS/Cge(SI U S) _

B((S'US) = =58
[%]-S]
_ () +e@) (%) + oS5 (550
(37 555) B
(= 1SDn 1S~ 1) o m—IS| o
=) B E - = D &) e o)
FP U )|
BEER D+ eV 2

(Lz] = 1SD(L5) =151 = 1)
|

Ea () (5%

A to, mo lupux/teoBOM MPWHITHITY 3HAYHN Ja 33 O0ap jeman ckym S C V xkapauna-

HOCTH | ] Baskm 1a je
2

e(S) > % + en?,
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IIITO HAM je KOHaYHa KOHTPAIUKITH]a.

JIlema 3.2.7. P, — B

Jlokas: 1lpBu 7eo oBor Jokaza je Ja JOKaxKeMoO Ja aKo BaxKu TBpheme Py, Koje
heMo y 0BOM J0Ka3y KOMCTUTH Y HOTOIHOM OOJHKY JIa 3a cBakKd mojckym S € V
BaKH

|S|? €2n?
e(S)— —| < —
4 3
TaJla BayKu Jia €y CTEIEeHH YBOpOBa OKO 5. Komukperno hiemo jokasuBaTu jia 1noc-

TOju Mame of en uBopoBa rpada (G cremeHa MPEKO (% + e) n. IlpernocraBuhemo
CYNPOTHO, JIa TIOCTOju CKym 1’ ca t > en 4BOPOBa CTEIEHA TTPEKO (% +€)n. Onma ako
je T =V\T on t’ asoposa. Tana mo mpermnocrasiiy Py u3B01uMO

n®>  €en?
V)<L 428
e(V) <+ 3
2 2p2

T « — 4 —°
e(T) < 3

t/ 2 2,2

e(T') > (4> ——6;‘

Caza youuMO HJICHTUTET

e(T') + > d(v) =e(V) +e(T)

veT

KOju Baxku jep obe cTpame Opoje cBe rpame rpada u jour rpaHe Koje clajajy IBa
remeHa u3 1" gsanyr. OHJIA 110 TPETXOAHUM HEjeJHAKOCTHMA W3 UIACHTUTETa BAXKH

2 2,2 2,2

(t')? 62n2+ 1+ t<n+en+t2+€n
2 )M ST T T T

IMTO je eKBUBAJEHTHO Ca

etn < €2n’?

mTO je KoHTpaaukiuja. CANdHO UMaMO /1a MMa Mabe O/l €1 YBOPOBA Ca CTEITEHOM

MamenM 01 (3 — €) n. Caza 3HaMO J1a 3a CKyIl Y CBAX IBXOPOBA 1HjH CTEIeHH HHCY
y HHTEPBAJLY ((% — e) n, (% - e) n) Baxu |Y| < 2en. Hedbunumumo V' = V\Y.

[wnms HAM je ma ToKaXkKeMOo

Z‘]S(u,v)\ - g‘ < 20en’?
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u3 dera he gupektHo ciaeautu FPg. 3a cse mapose 0 < 4,5 < 1 neduHUIIIMO

bynxunjy
fij(u,v) = {w € V|G(u,w) =i A G(v,w) = j},

rie je G(u,v) = 1 ako je rpana uv y rpady a G(u,v) = 0y cynporrom. Caja, ako
u3abepemo (i,7) € {(0,0),(1,1)} u (¢,5") € {(0,1),(1,0)} 3a npousBospHe IBOPOBE
u,v € V' umamo

n
fig(u,0) + fuy (u,0) = 5| < en

jep Ham cyma oBa jaBa f;;, fi; 3anpaso 6poju d(v) mwm d(u) wim n — 1 — d(u) um
n —1—d(v) y 3aBucHOCTH Of TOTa KOju CY 1, j,4, 7’ m3abpanu. V3 oBora ciaemn, no
HejeIHAKOCTH TPOYTJIa

| fi1(w,v) = foo(u,v)| < 2en.

Cajia, 3a puKCcHO v JeDUHUITAMO CKYII
X(v) = {ueV':||S(u,v)] - g| > 10en}.
Paznukyjemo jasbe JiBa ciy4aja:

(1): 3a cako v € V' Baxu | X (v)| < 2en. Tlocmarpajmo cymy
n
> [Istw,v) - 2]
iS5

3a dukcHo u. Kaga je u € V' 1y cymy MOXKeMO OrpaHHUYNTH Ha CJejaehn Hanuu:

n
S ’|S(u,v)| . 5‘ < 10en? 4 2en? = 12en?,

jep 3a cBe ceM MAaKCHMAJIHO 2en cabupaka je oBa BpeaHocT ucroj 10en, a ocrase
cabupKe MOXKEMO OIPAHHYHTH ca n. AKo je u € Y, Tama TO MOXKEMO OIPAHHIHTH
HAJIIPOCTHU]e Ko

S (yS(u,vn . ﬁ( <n?.
. 2
Kopucrehu oo popmupamo oneny

>[I )= 5| =3 SIS )= 5|+ >3 ISl - 5| <
) uev’ w u€Y w

<n-12en® + 2en - n? = 1den® < 20en®,

IIITO HAM 3aBPITIaBa OBaj CIYIaj.

(ii): Ilocroju meko vy € V' 3a koje Baxu | X (vg)| > 2en. Hedunummmo

X, = {u € X(v) : |S(vo,u)| > g +10en},
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Xy = {u € X(vy) : |S(vo,u)| < g — 10en}.

Kako je X(vg) = X1 U Xy, u Xy, Xy cy aucjyukruu, 3uamo ga je |Xp| + [Xs| =
| X (vo)] > 2en. Crora, 3namo ga je 6ap jeman oa Xp, Xo KapJHHATHOCTH Gap €n.
Pasmarpahemo camo ciaydaj kaga je | Xi| > en; napyru ciaydaj ce paau Ha Candan
wauna. Caja, 3a cBaku 4Bop v € Xj, v je moBe3aH rpaHom ca taduo fi1(vg,v)
1BopoBa U3 ckyna Nd(vg). Kaxo paxm |S(vo,v)| > § + 10en, n xaxo je | f11(vo,v) —
foo(vo,v)| < 2en u ounraenno fi1(vo, v) + foo(vo,v) = |S(vo, v)|, mobujamo 1a BazKu

-2
|5 (vo, v)| = 2en > g + 4en.

fii(v,v9) > 5 >

Kao y nperxomunom moka3dy, Heka je e(Xi, Nd(vg)) ckyn ypehenux maposa (u,v)
TAKO Jia rpaHa uv moctoju y rpady n u € X1,v € Nd(vg). Cymupajyhu mperxoaay
HEejeJHAKOCT 110 CBUM ejieMeHTHMa X J1001jaMo

e(X1, Nd(vo)) > | X1 (% + 46n> .

IIo mpernoctapnu P,, 3HaMO Ia BaxKu

X2 e2n?

X -
e(X1) > =, 3
d(vg)? e2n?
e(Nd(v)) > ( 40) -5
XN Nd 2 2p2
e(X1 N Nd(p) < 22 y (v)l +€§ .

Ounmo uaenrurer e(AUB) = e(A)+e(B)+e(A, B)—3e(ANB), Koju Bazku 33 GHIO
KOje CKyIoBe 4BopoBa A, B, 0 IPUHIUIY VK/BYIEHha I HCK/bydema. Taaa 3HaMO

G(Xl U Nd(’l)g)) = B(Xl) + Q(Nd(vo)) + G(Xl, Nd(vo)) — 3(X1 N Nd(’UQ)) Z
X0 * | [Nd(vo)|? n
> — _
> +|X1|<4+46n>
e’n*  3|X1 N Nd(wo)/? S
3 4 -
> | Xy U]Zd(UO)P 1 e2n2.

[Toceiba HejeTHAKOCT ce MOYKe H3BeCTH Tako mTo ce yeeae a = |e(X7)|,b =
|d(vo)|,c = | X1 N Nd(vp)|, anur Taj €0 HEUje ONHECAH ¥ OBOM Dajy jep je camo padyH.
Mebhyrum, nocseama HejeIHAKOCT je y KOHTPaJIUKIUju ca TBphemem Py, 1mTo Ham
3aBpIIaBa 0Baj JIOKA3. O
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Jlema 3.2.8. F; — Pl(S)

Jlokas: Tlocmarpajmo npoussossau rpacd H(s) ca s uBopoBa {vi, v, -+ ,vs}. O3-
Haaumo rpad H(r), 3a r < s xkao noarpad ox H(s) ca usopoBuma {vy, v, -, v, }.
Nuayknujom o r hemo JlokasaTu ja BaKu

N, = N§(H(r)) = (1+ o(1))ny2 ()

e ngy = n-(n—1)-(n—2) - - - (n—r+1) (110 caza cMo 0BO 1, ,,3Baan” caMo 1’ jep Kay
je m>>r ¥ Kaj je y TuTamy Majao 0 CBOJHU Cce Ha UCTY CTBAP, ald Y OBOj MHIYKIIAJI

MOpaMo OMTH MaJjo HaxK/bHBHjU). JacHo je ma 3a r = s gobujamo Pj(s). Basza
naaykiuje r = 1 je tpuujanna. Jlame hemo macraButu jakom wagyknmjom. Cana
fiemo 3a BekTOp YBOpOBa (@ = (1,9, , ) € V" 1 BekTOp € = (€1,€9, - ,€.) €

{0,1}" nedunucaru GyHKIH]Y
frlaye) = |{U eVv#ay,an,-+ a0 AVie([lr],Gv,a;) = 62}‘

rie je G(u,v) = 1 ako cy je rpana uv y rpady G u G(u,v) = 0y cynporaom. ¥
cymrruan, f,(q, €) 3a JaTH BEKTOP YBOPOBa W JaTH CKyn “Hapeadu” Gpoju KOJIMKO
[OCTOJU YBOPOBA BaH (v KOjU Cy MOBE3aHH €A YBOPOBHMA y (v 1O HapeabaMa u3 e.
Kpyuna umeja nam je ma ce dbyuknuja f,. (o, €) monamra takolje kpasucaydajmo. Kako
OYUTO HOCTOjU YKYIIHO 2" n300pa 3a BEKTOD € U 7(;) 32 BEKTOD (v, OHJIa YKYIIHO IMaMO
JOMEH BeJImIuHe N, - 2. OuexyjeMo fa je cBaxa BPEIHOCT f, OTIPHUINKE HCTA U
jemnaka E(f.). OBo oueknBame ce JJako padyHa

]E(f ) . Za,efT<a>€) . Zazefr(aae) o Za(n—r) _ n—r
" n(r)-2’” N n(r)-Q’” N n(r)-Q’" o

OBze cmo kopuctunu ga je > fy(«,€) = n —r 3a GHUKCHO « jep je 3a cBaKH IBOP
BaH (v JONPUHOCH TAYHO 3a jeano €. /la 6ucmo moKazaan Ja HHUjeIHa BPEJTHOCT He
OJICTYIIA LIPEBUIIIE OJ OYEKUBAIba, yBelheMo anaan3upaheMo BeJUIuny

S =" frlaye) - (fula,e) - 1).

Hoxkazahemo 1a Bakn
Sr = E |S(u,v)|(r).
u#v
OBo je Tauno 3a cBaku rpad, 6e3 J10JaTHUX HPETHOCTABKH O KBA3UCJIYYajHOCTH.
Hokazahiemo na S, 6poju ypebhene tpojke (a, €, (u,v)) TakBe Ja Cy U U U v TTOBE3AHN
110 JIATHM IIpaBUJIUMa u3 €, Tj 3a u u v Baxu G(u, ;) = G(v, ;) = €. IIpBo hemo
u3bpojatu Tako 1o dbukcupamo « u €. Ounro 3a u umamo f,(a, €), a 3a v EMamMo
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(fr(a,e) —1) (caemn uz pedununuje). Crora cMo JgoKa3aIm Ja S, OGPOjI OBE TPOjKe.
Caza dukcupamo u n v. Ilap (u,v) hie 6utn y tauno |S(u, v)|) 6pojannx Tpojku, jep
MU WJIAHOBE BEKTOpa (v GUpaMo U3 CKyIa IBOpoBa 3a Koju Baxku G(u,w) = G(v,w),
Kojux uma |S(u,v)| mo nedunnim, a Kaj n3abepeMo 1 YIaHOBA U3 TOT CKYyTIa 3a CKYII
Q, BEKTOD € HaM je jeawHcTBeHO oapehen. /laspe mokazyjemo

So = 37 ISty = (L+ o) 227,
uFv

Jacro je no mpernocrasmn P na Bamn o |€uw| =
< n, BayK¥ 3a CBaKO @ > 1 u

YBeuMo €, = |S(u,v)| —

NS 0|3

o(n?) a kako Baxu €, ,| <

D lewl® <0 few = o(n**?)

u,v u,v

Kako nam je (§ 4 x)() HOJMHOM IO T, IOCTOje KOHCTAHTE C1, Cp, - - - , C, TAKBE JIa je
N k.r—k - _ _

(542) ) = Do () 2" ", Cnenujamano, mzabepumo ¢ = max |c1|,|cal, -+, |cpo1] =

O(1). Kako je jacuo ga je ¢, = 1, Baxku

STIZ’S(U,U)‘(T):Z< —|—€m,)r Zch< ) ek

uFAY uFv u#v k=0

-2 ) +Zch( ) et = (2) +zzck( )t <
<(3) e+ X S (2) fewel* <22 S e —

u#v k=0 u#v k=0
r—1 r—1

=n"227" 4 ¢ Z Z nk|euv|7"_’7C = n T2 4 CZ nk Z |€uv|7"_k =
k=0 u#v k=0 uF v

— prt2o-r + CZTL n k+2 n’t29-r +ec-r- O(?”LH_Q) _

=(1+o(1)n 7"+22 ”.

Cata cMO CHPEMHH JIa, JOKAaXKEeMO J1a CY CBE BPEJHOCTH f, OJIHCKEe 0YEeKHBAHO]:

> (frlaye) - Zf (v, €) —221@ (fr) - frlove) +ZE2 (fr) =

= (FAlase) = fila, ) + D flaye) = 2-npy - 27 EX(f,) + 1y - 27 - B(f,) =

,€e
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=5, + N(r41) — n(r)QT(n — T)22_2T = o(nT”)

[Ipumerumo na ce N, mobuja Kao cymanuja N, pas3IuduTuX cabupaka OOJIHMKA
fr(a,€), jep je cBako mojaBpuBame rpada H(r+ 1) mpemcTaB/beHo Kao M0jaB/bUBAIbE
rpaca H(r) (mro nam maje N, HaumHa ja n3abepeo «) u jornr u360poM jeTHOT YBOPA
3a KOjU TA4YHO 3HAMO Ca KOjuMa je m3 « nose3aH (jeamucTBeH m360p €). O3HAYINMO
oBaj ckyn nmaposa (a,€) ca T. Crora umamo

2

N1 = NE(f)IP = D (F(H) —E(£))

teT

Caga mo Kommu-ITIBapiry, nin mo HejeHAKOCTH n3Mehy apuTMETHYKE U KBAIpPATHE
CpeIiTHe TMaMO

[N =NE(f,)P < N2 DY S(F(O-E(£))* < No D (fle, ) =E(f,)* = Ny-o(n'*2) = o(n*?)

Konauno, no uHIyKIMjCKOj XUMOTE3U UMAMO:

T

N,y = N, -E(f,) + o(n"*') = (1 + 0(1))nm2—(2) (n—=71)27" 4+ o(n"*)

7‘+1)

Ny1 = (14 0(1))ngan2(

YUMe je WHIYKTHBHU KOpakK, W caM JIOKa3 rOTOB. [



20

3. Kpazucayuajuum rpacdosu




4

Pem3ujeBu 0pojeBu

Y namem Jeny paja pasmarpahemo ropmy oreHy 3a PemsujeBe Opojee. Pemsujen
opoj r(k,l) o3nauaBa HajMamu OpPOj M, TAKO Ja 3a CBAKH KOMILTETaH rpad ca n
TeMeHa 4uje cy rpaHe oOOjeHe y IPBEHO M ILJIABO IIOCTOjU WU MOTIIYH I[PBEH MOJI-
rpad ca k uBopoBa win MOTHYyH miaasu noarpad ca [ asopora. Komiteran rpad ca t
YBOPOBa ieMo HajlaJbe 03HAYABATHU ca yoOm4ajeHOM o3HakoM [(;. OBaj mpobiem 3a-
paBo Kazke Ja 3a cBaku rpad ca 6ap r(k,[) 4BopoBa WK TOCTOjU KJIUKA BEJIHIMHE
k nim mezaBucaH ckyn BeaununHe [. MelyTum, dak mako ce 3Ha J1a OBH OPOjeBH IOC-
toje (mro hemo mokasaru y ciegehem onesbKy), onpehuBambe TAYHAX BPEJHOCTH je
BPJIO TeXKaK (HepeleH) MaTeMaTHIKH PO0JIeM, KOju je u Jajbe akTyeaan. [locebHo
je Bakan npobJjem ojpehuBama aujaronaannx Pem3ujeBux OpojeBa Koju cy obJIMKa

r(k, k).

4.1 Jloka3 mocTojama ropihe OlleHe

Cana hemo matm KpaTak JI0Ka3 3a HAJMO3HATHjy oleHy Pem3ujeBux OpojeBa Koja

KazKe I ]
rw+Ll+D§< ;).

3ampaBo nokazahieMo jeqHy Apyradujy HejeTHAKOCT
r(k+1,14+1) <r(k+1,0)+r(k 1 +1),

a w3 Tora u [TackajoBOr TpOyTI/ia, HHIYKTHBHO 3aKJ/by9yjeMo OIeHy (a caMuM THM
fie BaxkuTu 1a nocroje r(k,l)). IIpernocrasumo aa veku rpad ca n = r(k + 1,0) +
r(k,l + 1) uBopoBa mema uujesan npsenn Ky, u uujenan mwiasu K ;. [locmarpa-
jMO 1pousBo/bHE uBOp oBOr rpada. Ilpumerumo jga on ne cme ga uma r(k, 1+ 1)
IPBEHUX cycena jep Ou OHJA WMHAYe MOCTOjao wiau miasu K. wam npsenn K,

21
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Koju he ca oBuM 4BOpoM obOpaszoBatu 1eo Kj,i. Caudno, oBaj 4BOp He cMe Jia
nma 7(k + 1,1) mnaBux cycema. Crora oBakaB rpad MOKe UMATH MAKCHMATIHO
(rtk+1,0)— 1)+ (rk,i+1)—1)+1=r(k+1,0)+rk, |+ 1) — 1 asopona,
IMTO je KOHTPAJAUKITH]a.

OcBpHHEMO ce joI jeTHOM Ha OBaj /0Ka3. [lobuim cMo oreHe 3a aujaroHaJ He OpojeBe
pena semmamme 4770 (jep je (2:) > %) aTepecanTHo je ma cBe HO3HATE OLEHEe
jomn yBek mpumnaiajy oBoj davuiauju. Ium HaAM je m1a TpazkKuMO OIeHY yV OOJUKY
r(k+1,01+1) < f(k:,l)(kzl), 3a veko f(k,1) = o(1). VY nperxosHom JjoKasy ce
oceha /1a mMa JocTa MecTa 3a HAlpeJaK, jep NMaMo HeKH IJIOOATHN YCJIoB (Ja CBaku
JIOBOJBHO BEJMKH TOJArpad MMa moTyH npsern Ky, wiw miasu K1), KOju moToM
HCKOPHCTUMO Ha BPJIO JIOKAJIaH Ha4YWH (ryegajyfinm camo rpaHe w3 jeJJHOD IBODA).
Buanmo na kamga rpad uma merro mame o r(k + 1,1) + r(k,l + 1) usoposa, rpad
je cee Buiie oapeben, y cmuciy ja mopa ja jorr yBek uma ucnog 7(k + 1,1) miasux
u r(k,l + 1) npsennx rpana. Crora he ce 3a ¢cBaku 4BOp 6POj IJIABHUX M IPBEHUX
rpaHa OJHOCUTH TPUOJUZKHO Kao (H,lc_l) : (k;i_ll), IMTO je 3ampaBo jejgHako [ : k.
OBo 3naum ja he rpad cacrap/beH o NPBEHUX I'PaHa OUTH TAKaB Jia CBAKH IBOP
uMa TpubanzKHO uctu cremnen. OBO HAC JOBOIHU JI0 HJeje JIa je oBaj rpad 3alpaBo

KBa3MCJIydajaH.

4.2 TomacoHOB paj

Y napemHoM Jery heMo npejcTaBUTH KJ/bYUHY JIEMY KOjoM je Maremarudap Toma-
cou 1988. mobsporao mo3nary ropwy oneHy. OH HCTO TpaxKu OIEHy y OOJIUKY

Teopema 4.2.1. Heka cy v u § peannu OpojeBu, Heka je ¢pyuknuja f* nedunncana
kao | f(k, )" ] = kD", u nexa je n = f*(k,0)("}'). Hexa sa m € {1,2}

k
Bazke ciesehe HejeHAKOCTH:

r(k+1—m,l+1) < f(k—m,0) (" (4.1)
r(k+1,1+1—m) < f(k,1—m) ("), (4.2)
f;*zgsl) <1+ my, (4.3)
T <1+mé (4.4)

AKo 3a cBaKko peasHo sy uHTepBaJIY [—[d, k7] Baku HejeJHAKOCT

3(k+1-1+s((k—D)(k+1—1) = k(k — 1)y + 1l — 1)8)+kl—2k*(k—1)y—21*(1-1)§ >
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kE+1
>
n

((k+l—1)(2l—l<:—35)—l(l—l)(1+2c§)— (’””(’“”—1))

n

TAJAa BaXKH

k41

r(k+1,14+41)<n< f(k,l)( f )
Jlokas: IlpernocTaBuMO J1a MocTOju Oojerhe K, y IJIaBO U IPBEHO, TAKO Ja He TOCTOje
npsenn Kj. u wrasu K. Heka je d; upsenu crenen i-tor usopa. Canga kao y
IPETXOTHOM JIOKa3y MozkeMo jaa gobujemo d; < r(k,l+1)—1 < f(k—1,1)- (k,i_ll) <
k+l(1—i—’y) Camgno tome, n — 1 —d; < r(k,l+1)—1, crorad; >n—r(k+1,1) >
n—fll-1)") >n— 2 (1+0) =1 -
cBuX cremena nd = Y. d;, a nedunummmo s kao nd = kH(l + 7). Cazma ounto

BaKI k—+l(1 +7) < ]Zil(l +7), na s < kvy. Cuumano kH(l +3) > Zil( — 9 na
s > —ld. OH;La BaxKu s € [—19, k.

Hokazahemo cajia jeany dhopMmyay Koja Bayku 3a Tpoyriose y rpady. Heka je x 6poj
TpoyrJioBa y rpady 4uje cy cBe rpane ucre 060je, a y 6poj TpoyrjioBa Koje uMajy IBe

rpane ucte 60je, a Tpeliy rpany pazandute 60je. YKYIHO je TPOYTIIOBA (g), ma BaXKu

o= (2)

Bpojehn MmoHOXpOMATCKE MyTeBe Ty KWHE 2, BUIMMO JIa CBAKA MOHOXPOMATCKH TPOYTAO0

UMa TPHU TaKBa MyTa y ceOH, TOK CBaKU OCTAJIN UMa TaYHO jegaH. Bpojehn Monoxpomat-
. d; —1—d;

CKe Iy TeBe JlyzKHHE 2 IPEKO CPeJitber 1Bopa 3HaMo ja je tux y o (F)+> 0 ("77%).

Crora m006mjamo
3x+y=2<2)+2( 5 )

=1 =1

). Jedunumumo d Kao nIpocex

Onatie nmamo Ja je 6p0j MOHOXPOMATCKHUX TPOYTJIOBA

SHEGE0-0)

[Tpumenom Jencenose HejeiHAKOCTH Ha OMHOMHU KOEPUIAJEHT (;ﬂ), Jiobuunjamo

=319 -()

CaJa mpuMeTHMO J1a HEUjeTHa [pBeHa rpana me cme outn y r(k — 1,1+ 1) upBerux
TPOYIJIOBA, jep Ou y cyuporHom Mmehy tum ,,rpehum raukama’, 1OCTOja0 HPBEHU
Kj_5, Koju 6u ca Taukama OBe rpaHe rpaano KOHTPA uKTOpHu K. ChamdHo, HujemHa
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mwiaBa rpana #e cme 6utu y r(k + 1,/ — 1) mnaBux tpoyrmosa. Crora ako je c¢
IPBEeHHX I'PaHa, IPBeHUX TPOYT/IOBa UMa Hajsuite - (r(k—1,0+1)—1), cymupajyhn
IIPETXOHO TBpljerbe Mo cBUM TrpaHaMa (JeauMo ca 3 jep cBakd Tpoyrao 6pojumo 3
yTa; jeJHOM 3a CBakKy meropy crpany). CiumdHo, ako je p 6poj IJIaBUX TpaHa,
MIaBUX TPOYTJIoBa je Hajsumte & - (r(k+41,01—1) — 1) Kako je Y ' (di=2c=ndu
Yorn—1—d;)=2p=n(n—1-4d), ILO6I/IJaMO

xg%(c(r(k'—1,l+1)—1)+p(7‘(k—|—1,l—1)—1)):

1
:é(dn-r(k—l,l—i-l)—l—(n—1—d)n~7’(k+1,l—1)—20—2p)g

n Kk—1)  flk—2,0) (-1 fki—2)
=% (d"<k+z>(k;+1— 5wy T G =D kD)
n? n(n—1)

< 6<k+l)(k+l_1(dk(k—l)(1+2fy)+(n—1—d)(l—1)(1+26))— G

6(k:+l—;)(k+l)2

Cajia KOMOWHOBakEM OBUX HEjeTHAKOCTH 32 X, MHOKehw nx ca —

jajyhnm d ca kH(l + £) mobmjamo

, 1 MeH-

3(k+1—1)2+s((k—=1)(k+1—1)—k(k—1)y+I(1—1)8) +kl—2k*(k—1)y—20*(1—-1)§ <

< ktl ket D(k+1—1
il ((k:+l—1)(21—k—3s)—l(l—l)(1+25)_( + Ok + )>
n n
LITO je TpaKeHa KOHTPAJUKIIN]A. 0

Bynyhu na osa Teopema u meH J0Ka3 JAe1Y]y KOMILIMKOBAHO, CaJia NeMo yKpaTKO
00jaCHATH 3aIIITO HaM OBO 3aIllPaBo /1aje 00JbY ONEHY 01 IPBOOUTHOT J0Ka3a. 3a TO je
JTOBOJBLHO 1A MOTJIEIAMO TITa ce jremasa y caydajy kaga f(k,[) = 1, u ga nokaxemo
na orene aucy omrpe ty. [lumemo a = r(k—1,1+1),b =r(k,l),c=r(k+1,l—1),un
npernocrasmbamo 1(k,l+1) = a+b,r(k+1,1) =b+c,n=r(k+1,1+1) = a+2b+-c.
Y Tom cayudajy je

B 1 a+b—1 n b+c—1 n
SN A W "o 3) )
aJIim Takohe 110 TOpPHHOj OIEHHU 33 & UMaMO

xS%(n~(a+b)-a+n'(b+0)'0—n'(a+b)—n'(b+c))’

Kana pasmuoxkumo obe cTpaHe, BUAMMO Ja ce KyOHH (daKTOpw cKpare, a Ja y
KBa/I[paTHUM (PaKTOpUMaA HACTAje Pa3JIUKA.

o)
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Jame y cBoMm pajy Tomacon mosabaBmo TpaxKemeM ajieKBaTHe (DyHKIHje Koja HC-
HyhaBa 3a/1aTe yCJIOBe, U Ha KPajy je CTUrao JI0 OleHe Ja IIOCTOJH KOHCTaHTa A Tako
na 3a k > | Baxu

z kot
(k41,04 1) Sexp{—%logk—i—fl\/logk}( Z )

_1i._.a (2k
r(k+1,k+1) <k +<k>
Y namem ey pajsia hemo npejcrasutu KOHJIOHOB paj, Koju ce Hajorpahyje Ha
TomaconoBy njejy, U HaJla3u TPEHYTHO HAjOOJbY MO3HATY IOPHY OIEHY 3a JHjaro-
na;ne Pem3ujese 6pojese.

4.3 KoHJIOHOB paj

Komnton ce y cBoMm paay ymecTo ja ce pOKycHpa Ha TPOYTIOBe (POKYCHPAO HA KOM-
wierTHe nojarpadose Bejmdnne r. KoHKpeTHo, JIako ce BUJiM INeHepain3alinja HATuX
JI0Ka3a JI0 €a/1a 10 KOjoj ce j00uja j1a je CBaku npBeHn K, 1 caJip:KaH y MaKCUMaJIHO
r(k—r+2,14+1)—1 konuja npeerux K, a cBaku mwiasu K, je cajipKaH y HajBuUIIe
r(k+1,l —r+2) mnasux K,. llum Konmonosor pasa je na nabe apyradujy ropmy
U JIOY OTleHy 3a O0poj mojaBspuBama MoHOXpoMaTcKux K .. Y ToMacoHOBOM m0Kazy,
0BO je mcTo Omja mjeja, camMo je OH Pajuo Cjydaj Kaja je r = 3, u Taja IOCTOju
JIAKIITE HAYWH Ja ce Jo0uje J0me orpaHnderne 3a 6poj Monoxpomarckux K,_i. OBae
3axTeBa MaJo BUIe paja. Y OBOM ey paja hemo npeacraButn KoHaoHOBe nieje
KOjHMa je OH OBO IIOCTHUTa0, aJau Hehemo natu dbopmasian j10Ka3 jep 61 TO IpeMalinB-
aJI0 TPAHMIIE OBOT' PAJIa.

Y KonionoBom pajy, neHTpagso tepheme je camano onome y TomaconoBom (Teo-
pema 4.2.1) tae mokasyje J1a ako dbyHKImja f ucnymana Heke ycaose onza je f(k, 1) (k;l) >
r(k+1,1+1), mpu gemy momaje na mejenmaxoctu (4.1),(4.2),(4.3),(4.4) xoje y Toma-
COHOBOM paJy Baxke 3a m = 1,2, Baxu takohe u 32 m < r — 1 (1, HAPABHO, Memba
OHE YCJIOBE KOjU CJiefie U3 JIoKa3a TeopeMe). KOHIOH ¢BOj paJl 3aM0unibe yBoljemenM
dyHKIMje g Ha MApOBUMa YBOPOBA KOja Cce 3a JIaTy BPEJHOCT p aedunuiire Kao

g(ﬂ?,y) = R<x7y) -P

rje je R pyHKIMja Koja npe/IcTaB/ha MaTPHILY HHIMICHIU]je IIPpBeHUX rpana. OOuIHO
je b y3€TH J1a je p jeIHAKO TYCTHHHU T'pada, MehyTuM oBjie ce UCIOCTABH JIa HAM
je U3 TeXHUYKUX Pa3J/ior HajIoroAHuje ja n3adbepeMo p = kiﬂ, 1 OHJIA JIa JOKA3YjeMO
na onpehenn mspasm ca ¢ ysumajy BpeaHocTu Oam3y Hyae. CIHYHO Kao IIMTO 4
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HUjeJaH IBOP He cMe OMTH IPBEeHNM rpanama nosesan ca r(k,l + 1) aBoposa, u Hu-
jelHa npBeHa rpaHa He cMe 6uTH Jeo r(k—1,[4+1) npBeHUX TPOYIIOBA (M AHAJOTHUM
TephemnMa 3a miaBe rpane) n00ujajy ce TBphema KOjuM ce OrpaHnIaBajy 0703710 U’
0710310 BpeaHOoCTH onpehenHnx m3pasa mo ¢, 3a ITa KOPUCTUMO J1a je Tpad KBa3uc-
JIydajaH.

Komnion morom npucTyna HajlaxKemby ropibe orene 3a 6poj npsenux K, noarpadosa.
OBo mocTu:ke raegajyhu uaeHTATET

Z H R(x;,x;) = Z H (p+ 9(zi x5)) =

ki, 1<4,5<r ki, ,xr 1<4,5<r
= E D ; —e(H)
HCK,
e je 3a npousBosbau H moarpad K, (duju cy 9BOpOBH vy, Vs, - , U;)

gH— Z H g<xi>xj)'

ki sar (viyvg)EE(H)

OBaj UAEHTUTET ce TOKa3yje jeTHOCTABHUM aJrebapcKUM MaHUITYJIAIM]aMa.

Caza /b pajga mpebaiyje Ha TO ga orpanmum Bpeasoctu gH. Obo pamm (3a
rpadose Koju uMajy BHIe 011 3 4BOpa), 0030 U 00370 MO ANCOJYTHOj BPEIHOCTH,
noMmohy kBasmcayuajaoctu ¢yuknuje g. lienajyhm mama Tephema y moriasmwy 3,
oBO oxarosapa cBojctBy P;. Cana dopmupa nBe olene 3a 6poj MOJAB/bHBAIHA IIP-
Benux K, (mome u ropme). Kopucrehu onene 3a gH 0103710, Takohe nobuja oneny
3a TpakeHn Opoj mojaBbuBama 0103r0. Ca apyre crpane, kopucrehm To ma je ce
Hujenan npsenn K, 1 He Moxe cagpxkaru y r(k + 2 —r,l + 1) upsennx K,, n Ko-
puctehu oneny 3a gH 010310, U3BOAU KYMYJATUBHY TI'OpibY OIEHY 3a HCTU Opoj
nojaB/buBama. Caja kopucrehu ucre onene 3a miase K, u kopuctehn YuibeHUILY 12
je ropma rpanuna seha o jome rpanuie (OLy3UMame HejeJHAKOCTH) T00hja Heke
ajrebapcke HejeIHAKOCTH, YHjUM MaHUITyJIallijaMa W3BO/H Jiell 0OJIMK OI'paHuYerha
dyukImje HaA 7.

Y masbeM menry pajia, caIudHo Kao ToMacoH, u3Bogu mTo 60sby DYHKIHM]Y Koja 33710~
BOJbAaBa YCJIOBE KOje MY je TeopeMa HaMeTHYJIa, ¥ U3BOJH KOHAYHY TEOPEMY:

Teopema 4.3.1. 3a cBe € 3a Koje Baxku 0 < € < 1, nmocroju xKouctanta C, Tako J1a,
3a cBako k > [ > €k,

r(k+1,1+ 1) < ;O msloss (k : l).

Kao nocaenuna Tora, nocroju koncranta C' Tako Ja BaxKH

r(k+ 1k +1) < KOS (2:)
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3akJpy4dak

Y mpBOM JieJTy OBOT pajia CMO yBeJIU KBa3uCIydajHe rpadoBe n ycjIoBe KBA3UCTY Ta-
juoctu rpacda. [Torom cmo jokazam ekBuBaJIeHIN]y OBUX TBphema, Kopucrehu nmyno
Pas/IMIUTHX Hjeja U cBojcTaBa rpadosa, KopucTehn Yak U HeKa CBOjcTBa rpadosa
y JUHEAPHO] aaredpH.

Y apyrowm gery paja cMO BHIETIH 3aIlTO Cy KBA3UCJy4YajHH rpadpOBH KOPUCHH, TAKO
IMTO CMO NPUMEHU/IH FHUX y JIOKa3y OIeHE 3a jeJaH O] HAjIO3HATUjUX KOMOWHA-
TopHUX mpobiema: Pem3ujeBux OpojeBa. Y 0BOM Jiey je MUJb OUJIO TPEICTABHTHU
UHTYHIM]Y KOja CTOJU M3a yodaBarba KBasucaydajHor rpada y oapehenom komOmHa-
TOPHOM IIPOOJIEMY U KAKO TO JIa/be€ KOPUCTUTH TO 3a pernaBatbe. OHO IITO je YNHHIO
OBaj JOKa3 MOCEOHO MHTEPECAHTHUM jJecTe YUILEHHIA JIa je Y OBOM IIPOOJeMy Ha-
jboJba TIO3HATA OIlEHA MOCTUTHYTA KopucTehu ujeje Koje cy T/iaBHa TeMa OBOT Pa/ia.

XTeo 6UX OBOM MPUJINKOM JIa Ce 3aXBaJUM CBOM MeHTOpY, JIyku Mununhesuhy, koju
je yBek 6mo mocTymnan 3a moMoh M KOHCYJITaIuje OKO paja, MPenopyuuBao MU JIUT-
epaTypy M HPBU MU IIPEJCTABUO KBa3uc/jydajue rpadoBe dmme je MojCcTakao Moje
HHTEPECOBAHE.

Taxohe 6ux BoJ1€o J1a ce 3aXBaJIUM CBUM IIpobecoprMa KOju Cy MU IIPeIaBaId MaTeM-

aTUKY TOKOM MOT IIKOJIOBama y MaTeMaTudkoj TMMHA3H]H, jep CY TPOAYOUIN MOjy
Beh mocrojehy JbybaB mpemMa MareMaTHIIN.
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